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2. Elektrostatik

Elektrostatik wird bend6tigt, um

die Wirkung von Klebestreifen,

die Ladungstrennung beim Ausgiessen,

die Funktion von Elektronenrchren,

die Funktion der Braunschen Rohre und

die Funktion des Kondensators

beschreiben.

Versuch zur Vorlesung: Entfernen eines Klebestreifens von einem Elektrometer

Versuch 1: Versuch zur Vorlesung:
Ladungstrennung (Versuchskarte ES-24, Video)

Versuch 2: Versuch zur Vorlesung:
Ladungstrennung (Versuchskarte ES-25, Video)

Die ELEKTROSTATIK befasst sich mit der Wechselwirkung elektrisch geladener
Korper. Seit dem Altertum ist bekannt, dass Korper sich durch Reiben aufladen
konnen. Wo haben Sie sich schon aufgeladen? Staub oder kleine Teilchen bleiben
an aufgeladenen Korpern hiangen. Sie werden auch gegen die Gravitationskraft
angezogen.

Die Kraft zwischen LADUNGEN kann starker als die Gravitations-

kraft sein.

Es gibt auch Situationen, wo sich durch Reibung geladene Teilchen abstossen.

Es gibt mindestens zwei Arten von LADUNGEN!



http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/ES/html/ES024V00.htm
https://www.youtube.com/watch?v=O7siDnbEuko
http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/ES/html/ES025V00.htm
https://www.youtube.com/watch?v=X7_6bjM29K0

FElektrostatik 12

Versuch 3: Versuch zur Vorlesung:
Reibungselektrizitéit (Versuchskarte ES-15, Video)

Genaue Untersuchungen haben gezeigt, dass es genau zwei Arten von Ladungen
gibt. LICHTENBERG benannte die LADUNGEN so, dass LADUNGEN auf geriebenen
Glasstaben positiv genannt werden und LADUNGEN auf geriebenem Bernstein ne-
gativ.

o Zwei LADUNGEN ziehen sich an, wenn sie verschiedener Art sind
(positiv und negativ oder negativ und positiv)

« Zwei LADUNGEN stossen sich ab, wenn sie gleichnamig sind (po-
sitiv und positiv oder negativ und negativ)

LADUNG ist eine extensive Grosse, das heisst, sie skaliert mit der Grosse des Sys-
tems.

Versuch 4: Versuch zur Vorlesung:
Ladungen 16ffeln (Versuchskarte ES-13, Video)

Genaue Messungen zeigen, dass fiir Elektronen die elektrostatischen Kréfte etwa
4.1681 - 10*2 mal stirker als die Gravitationskrifte sind' 2. Die Gravitationskrifte
konnen also nur beobachtet werden, da die LADUNGEN sich im Mittel sehr genau
kompensieren.

2.1. Elektrische Ladung und Coulombsches Gesetz

Literatur: (Siehe Tipler, Physik | , pp. 617]) (Siehe Kneubiihl, Repetitorium
der Physik | , pp. 189))
LGravitation: Fg(r) = G2 = 6.670 - 10~ Nm2/kg2w = 5.5345 -

1077 Nm?2r—2.

) 1.6021-1071° ¢)?
2Elektrostatische Kraft: Fg(r) = 47350 L = T N2 ( = )
= 2.3068 - 10728 Nm*r—2.

™

12 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN
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13 2.1 Elektrische Ladung und Coulombsches Gesetz

LU

Abb. 2.1.: Auslenkung zweier mit identischer LADUNG ¢ geladener Kugeln.

Wenn zwei Kugeln mit der gleichen LADUNG ¢ geladen sind, werden sie nach aussen
abgestossen. Wird die LADUNG verdndert, dndert sich die KRAFT proportional.
a I

Dabei wird angenommen, dass die LADUNGEN PUNKTLADUNGEN sind.
LADUNGEN werden in Coulomb, abgekiirzt, C, angegeben.

Eine Messung der Kréifte mit einer Drehwaage (nach CAVENDISH) ergibt das fol-
gende Gesetz

F(r)= k1212 (2.1.2)
T2 Ti12
wobei die Konstante vom Masssystem abhangt und im SI-System
K = L (2.1.3)
N 471'50 o

ist. Die Konstante gy heisst PERMITTIVITAT DES VAKUUMS. Thre Grosse ist

g0 = 8.8544 - 1071 C?/N/m? (2.1.4)

Indem man ¢, festlegt, legt man die Grosse der Ladungseinheit fest. Im SI-System
wurde der Zahlenwert K = 1077¢? = 8.98755-10% m?/s? gesetzt, damit die elektri-
schen Grossen einen handhabbaren Zahlenwert haben. Mit dieser Definition folgt
der Wert von &y.

Dieses Gesetz kann durch folgende Uberlegung erraten werden:

o F(r) ist ein VEKTORFELD.

¢ Der mathematische Fluss dieses Vektorfeldes durch ein Flachenelement d A
ist d®(r) = dA- F(r), wobei die Richtung von A die Richtung der Normalen
zu diesem Flachenelement ist.

o Der gesamte Fluss des Kraftfeldes durch die Kugeloberfliche A(r) = 4mr?
ist durch ®(r) = [, d®(r) = [[, F(r)dA gegeben.

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 13



FElektrostatik 14

« Da das Problem kugelsymmetrisch ist, kann F'(7) nicht von der Richtung
abhéngen und muss radial sein. Damit kann die Kraft vor das Integral ge-
nommen werden.

o O(r)=F(r) HA dA = 47r?F(r)

o Wenn der Fluss des Vektorfeldes F' unabhangig von r sein soll, so muss die
Kraft umgekehrt proportional zu r? sein.

Versuch 5: Versuch zur Vorlesung:
Coulomb-Gesetz (Versuchskarte ES-31, Video)

Das COULOMBSCHE GESETZ lautet

L q-qr
4reg 7"%2 12

F(r) (2.1.5)

Das Coulombsche Gesetz ist mathematisch dquivalent zum Gravitationsgesetz. Al-
le Aussagen iiber die Gravitation gelten auch fiir LADUNGEN, mit der Abweichung,
dass LADUNGEN zwei Vorzeichen haben kénnen.

| Elektrostatische Krafte sind additiv.

Ladungen sind nicht beliebig teilbar. Versuche von MILLIKAN ergaben, dass die
kleinste beobachtbare Ladung den Betrag 1.6022 - 10~ C hat. Diese Ladung ist
auf

Elektronen ¢ = —e = —1.6022- 107! C (Masse: m, = 9.1096 - 1073! kg) und

Protonen ¢ = e =1.6022- 107" C (Masse: mj,, = 1.6726 - 10~*" kg)

zu finden. e heisst die Elementarladung. In Kernbauteilen, den Quarks, gibt es
Ladungen vom Betrage e/3. Diese Ladungen sind aber nicht frei zu beobachten.
Ladungen werden im SI-System in COULOMB gemessen, [q] = C.

LADUNGEN konnen nur paarweise entstehen (jeweils die gleiche ne-
gative und positive LADUNG). Die Gesamtladung in einem abge-
schlossenen System ist konstant.

14 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN


http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/ES/html/ES031V00.htm
https://tetfolio.fu-berlin.de/web/1014574

15 2.2 Das elektrische Feld

2.2. Das elektrische Feld

Wir wollen eine Formulierung finden, die die Stérke der elektrostatischen Kraft als
eine Feldgrosse mal die LADUNG der Testladung beschreibt, also F' = qFE. Damit
haben wir eine Beschreibung der Elektrostatik, die unabhéangig von der Testladung
ist. Genauer formuliert hat man

B(r) = lig = (2.2.1)
Wir definieren:
Das elektrische Feld der LADUNG () ist durch
1
E(r) Qr (2.2.2)

Awegr?r

gegeben.

FE ist das elektrische Feld und somit auch der Feldvektor des elektrischen Feldes®.
Die Einheit von Eist [E] =N C ' =V m1*

E/NC!t=Vm!)
Stromleitung in Wohnhéusern 1072
Radiowellen 107!
Atmosphire 102
Sonnenlicht 103
Unter einer Gewitterwolke 10*
In einer Rontgenrdhre 106
Laser bis 102
Am Ort des Elektrons im Wasserstoffatom 6- 101
Auf der Oberfliche eines Urankerns 2.10%

Tab. 2.1.: Elektrisches Feld in der Natur

Eine Verteilung von N + 1 Ladungen ¢;(r;) hat das elektrische Feld

E(r) =Y E(r - ) D L (2.2.3)

:  drwey = |r—’ri|2 lr — 7

Die obige Gleichung gilt fiir alle r; # r, ¢ =0... N. Fir kontinuierliche Ladungs-
verteilungen fithrt man eine Ladungsdichte

N 1 N
=0

3g ist der Feldvektor des Gravitationsfeldes
Esist VA=W=Nms ! sowieCs 1 =A. Alsoist CV=A sV =J=Nm und damit
C=NmV"L

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 15



FElektrostatik 16

AQ(r)
palr) = Jim =27 (2.2.4)
ein. Das resultierende elektrische Feld ist dann
pel To—T
1% 2.2.5
47r50 jff [P — 'r\ |rog — 7| ( )

Versuch 6: Versuch zur Vorlesung:
Elektrische Feldlinien (Versuchskarte ES-4, Video)

FELDLINIEN dienen zur Visualisierung des elektrischen Feldes. Formal konstruiert
man eine Feldlinie, indem man von einem Ausgangspunkt aus den Vektor des
elektrischen Feldes abtragt und dann vom neuen Startpunkt aus wieder gleich ver-
fahrt. Zeichnet man quer zu den Feldlinien eine Linie und zéhlt, wie viele Feldlinien
man pro Langeneinheit hat, ist dies ein Mass fiir die Feldstarke. Das Konzept der
Feldlinien stammen von MICHAEL FARADAY.

Feldlinien laufen von der positiven LADUNG zu der negativen LA-
DUNG.

A
+
v

Abb. 2.2.: Feldlinien. Links von einer positiven LADUNG, rechts von einer nega-
tiven LADUNG. Die Feldlinien zeigen von der positiven LADUNG zu
der negativen LADUNG.
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17 2.2 Das elektrische Feld

Link zur Vorlesung:(Applet: elektrostatische Felder)

Abb. 2.3.: Feldlinien bei zwei gleichen positiven LADUNGEN.

1. Elektrische Feldlinien beginnen bei positiven LADUNGEN und
enden bei negativen LADUNGEN.

2. Um eine einzelne Punktladung herum sind alle Feldlinien kugel-
symmetrisch verteilt

3. Die Anzahl der Feldlinien, die von positiven LADUNGEN ausge-
hen, oder auf negativen LADUNGEN enden, ist proportional zu
der Grosse der LADUNG.

4. An jedem Punkt des Raumes ist die Feldliniendichte proportio-
nal zur Feldstéirke in diesem Punkt.

5. In grosser Entfernung wirkt ein System von LADUNGEN wie
eine einzige Punktladung, deren Grosse der Gesamtladung des
Systems entspricht.

6. Feldlinien schneiden sich nicht.

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, (=) RN 17
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Abb. 2.4.: Feldlinien bei einer positiven LADUNG und einer vom Betrage her
gleichgrossen negativen LADUNG.

Wenn das elektrische Feld die einzige Ursache der Beschleunigung ist, dann gilt

=—F 2.2.6
a=t (2:26)

LADUNGEN, die aus der Ruhe durch ein elektrisches Feld beschleunigt werden,
folgen den Feldlinien. Elektrische Felder, die eine LADUNG ¢ mit der Masse m
ablenken, erlauben ¢/m zu bestimmen.

2.3. Zusammenhang zwischen Ladung und Feld: das
Gausssche Gesetz

Nach der Gleichung (2.2.4) kann die gesamte LADUNG in einem Raumgebiet be-
grenzt durch die Fldche A durch

Q= Hj pe(r)dV (2.3.1)
V(A)

ausgedriickt werden.

18 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



19 2.3 Zusammenhang zwischen Ladung und Feld: das Gausssche Gesetz

Kugel

Abb. 2.5.: Integration iiber eine Kugelfliche mit einer Punktladung im Zentrum

Wir betrachten eine kugelsymmetrische Situation um eine Punktladung ). Wir
definieren den Normalenvektor am Ort r als n = r/|r| = r/r. Das Oberflichen-
element da ist da = r?sin ©dOdyp.

Das elektrische Feld an der Kugeloberflache ist

Q r

- 47T€0 W

E(r)

Wir erhalten damit das GAUSSSCHE GESETZ

Eonda= | (Q r)

4reg |r\2 . 7|

(2.3.2)

. ‘:|r2 sin ©dOdp

Kugeloberflache Kugeloberflache
2
o (T : ’“) sin ©dOdp
Kugeloberfliche 47T€0 |T| |T’ |’I"|
= 9 sin ©dOdy
47'('80
Kugeloberflache
-2 (2.3.3)
€0
Die Grosse
Px :/ E-da (2.3.4)
A

ist der FLUSS DES ELEKTRISCHEN FELDES E durch die Flache A. A kann offen
oder geschlossen sein. Das Integral aus Gleichung (2.3.3) kann vereinfacht werden,
indem wir die DIELEKTRISCHE VERSCHIEBUNG oder die ELEKTRISCHE FLUSS-
DICHTE

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, (=) EES_ 19
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D(r)=¢coE(r) (2.3.5)

einfithren. Die Gleichung (2.3.5) gilt im Vakuum. Die allgemeingiiltige Formulie-
rung finden Sie in der Gleichung (2.9.15). Die Einheit der dielektrischen Verschie-
bung oder der elektrischen Flussdichte ist [D] = C/m? = As/m?.

Weiter ist

D-da= / D nda=Q (2.3.6)

Kugeloberfliche Kugeloberfliache

Allgemein gilt die obige Gleichung fiir beliebige geschlossene Fliachen S, die das
Volumen V' (S) einschliesst.

E

Abb. 2.6.: Approximation von beliebigen Oberflaichen durch Kugelsegmente. Ap-
proximation einer kontinuierlichen Ladungsverteilung durch Punktla-
dungen.

f j D(r) - da(r) = H D(r) - n(r)da(r) (2.3.7)
A A

= Qua = [[] pa(r)av
V(A)

Mit dem Gaussschen Satz (Gleichung (C.9.1)) kann die Gleichung umgeschrieben
werden in

{[ D(r) - da(r) = ([ div D(r)av = [[[ pa(r)av (2.3.8)
A V(A) V(A)

20 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, [ EEINN



21 2.3 Zusammenhang zwischen Ladung und Feld: das Gausssche Gesetz

Diese Gleichung muss fiir alle Oberflichen S gelten. Deshalb miissen die Integran-
den gleich sein

div D(r) = pe(r) (2.3.9)

Dies ist die Differentialform der Gleichung fiir die elektrische Verschiebung. Die
physikalische Interpretation ist: die LADUNGEN sind die QUELLEN (DIVERGENZ)
der elektrischen Verschiebung und damit des elektrischen Feldes.

Im ladungsfreien Raum lautet Gleichung (2.3.9): div D(r) = 0. Diese Gleichung
ist mathematisch aquivalent zur Kontinuitatsgleichung stromender inkompressibler
Flissigkeiten. Fiir deren Geschwindigkeitsfeld v(7) gilt ndmlich div v(r) = 0.

Die Grosse

O, =dp = ﬂ D(r) - da(r) (2.3.10)
A

iiber eine beliebige, nicht notwendigerweise geschlossene Fliache A heisst der ELEK-
TRISCHE FLUSS. Dies ist zu unterscheiden vom Fluss des elektrischen Feldes g
aus Gleichung (2.3.4).

Bei einer geschlossenen Fliache A ist nach den Gleichungen (2.3.7) und (2.3.10) der
elektrische Fluss

q)e |durch geschlossene Flache A =

(I)D |durch geschlossene Flache A = C2|innerhadb der geschlossenen Flache A * (23 11)

2.3.1. Dipole in elektrischen Feldern

Es gibt Molekiile, bei denen die negativen und die positiven LADUNGEN getrennte
Schwerpunkte haben. Eine negative LADUNG —¢ im Abstand £ von einer positiven
LADUNG ¢ heisst DIPOL mit dem DIPOLMOMENT

p=qt (2.3.12)

Die Einheit des Dipolmoments ist [p] = C m. Der Vektor des Dipole zeigt von
—q nach +q.
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=

Y YYYYYYYYY

Abb. 2.7.: Krifte auf einen DIPOL im homogenen elektrischen Feld.

Im homogenen elektrostatischen Feld E wirkt auf die positive LADUNG die Kraft
F und auf die negative LADUNG —F'. Zusammen bilden diese beiden Krafte ein
Kréftepaar und erzeugen damit ein Drehmoment

T=¢xF= () x(F/q)=pxE (2.3.13)

s

Versuch 7: Versuch zur Vorlesung:

Drehmoment auf einen elektrischen Dipol (Versuchskarte ES-30, Vi-
deo)

2.4. Elektrische Felder von Leitern

Literatur: (Siche Tipler, Physik [TN04, pp. 645])

L

Versuch 8: Versuch zur Vorlesung:

Elektrische Feldlinien (Versuchskarte ES-4, Video)

Die elektrischen Felder

in der Néhe eines ausgedehnten Leiters

auf der Symmetrieachse eines Kreisrings

auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe

innerhalb und ausserhalb einer geladenen Zylinderfliche

in allen Bereichen zweier koaxialer zylinderférmiger Leiter

22
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23 2.4 FElektrische Felder von Leitern

werden im Anhang berechnet.

Versuch 9: Versuch zur Vorlesung:
Faraday-Becher (Versuchskarte ES-9, Video)

Versuch 10: Versuch zur Vorlesung:
Faraday-Kéfig (Versuchskarte ES-21, Video)

Versuch 11: Versuch zur Vorlesung:

Van-de-Graaff-Generator (Versuchskarte ES-19, Video)

Wir berechnen das elektrische Feld innerhalb und ausserhalb einer Kugelschale.

Abb. 2.8.: Berechnung eines Feldes einer Kugelschale

Abbildung 2.8 zeigt die betrachtete Geometrie. Die gesamte Ladung @ ist homogen
auf einer infinitesimal diinnen Kugelschale mit dem Radius R verteilt. Sowohl
fir » > R wie auch fiir r < R ist die elektrische Ladungsdichte p, = 0. Auf
der Kugelschale mit dem Radius R gibt es also eine Flachenladungsichte o =
Q4 R?).

Aus der Definition des elektrischen Feldes in Gleichung (2.2.2), dem Gauss’schen
Gesetz in Gleichung (2.3.3) und aus der Tatsache, dass wir eine kugelsymmetrische
Situation haben ergibt sich fiir die eingeschlossene LADUNG aus dem ELEKTRI-
SCHEN FLuss durch die Kugelfliche mit dem Radius r > R
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Q= jj eoF,da = eoE, 4mr? (2.4.1)

Kugel mit Radius r

Somit haben wir auch

Q_ E,47r? (2.4.2)
€0
Damit ist fur » > R
1 @
E.(r) = — 2.4.3
(r) 4rreg r? ( )

Das elektrische Feld einer homogen geladenen Kugelschale ist also ununterscheid-
bar vom elektrischen Feld einer Punktladung. Fiir » < R ist die eingeschlossene
LADUNG @ = 0. Damit ist auch ®g, = E,4mr? = 0 und folglich fiir r < R

E, =0 (2.4.4)

E-Feld einer Kugelschale

2.0 E(M

—_ (ATT-©... 1
. |_r—\. /l_r— \'fllcol /
0.5 i /
\
0.0 _—
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Abb. 2.9.: Die Feldverteilung einer homogen geladenen Kugelschale.

Das elektrische Feld einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius R wird analog
berechnet. Ausserhalb der Kugel fir r > R ist wie oben @45 = E.471r? = Q/«y.
Also ist fiir r > R
1 Q
= = 2.4.5
4drteg 12 ( )
Wenn die Ladungsdichte py; = Q/V = Q/(*4F R?) ist, ist die von einer zur homogen
geladenen Kugel konzentrischen Kugelschale mit » < R umschlossene LADUNG

Q' = pel‘/(T) = pel%rr3

E.(r)
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25 2.4 FElektrische Felder von Leitern

Q 4m 4 rs
Q(r) = i R ERRRNT] (2.4.6)
Weiter haben wir E, - 4megr? = Q. Also ist fir r < R
1 Qr
E.(r)=—— 2.4.7
(T) 47T€0 R3 ( )

E-Feld einer homogen geladenen Kugel

T
2.0 [E; = Qr(4mey RY) Ex(n —

(Ao r2)
. / / I_r -_— l\'fll 50 Ll ’
0.5 / y
\
0.0 _
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Abb. 2.10.: elektrisches Feld einer homogen geladenen Kugel

Abb. 2.11.: Integrationsfliche zur Berechnung des elektrischen Feldes einer Ebe-
ne

Das elektrische Feld einer homogen geladenen Platte kann wie folgt berechnet wer-
den.

o Da wir TRANSLATIONSINVARIANZ fiir jede Richtung in der Plattenebene
haben, muss das elektrische Feld senkrecht auf der Platte stehen.
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o Die elektrischen Felder auf den beiden gegeniiberliegenden Seiten der Platte
miissen entgegengesetzt gerichtet sein, da die Platte eine Ebene mit SPIE-
GELSYMMETRIE darstellt.

o Wir verwenden eine zylinderférmige Flache parallel zur Platte. Die Seitenfla-
chen koénnen beliebig hoch sein, da die SYMMETRIEUBERLEGUNGEN besagen,
dass sie keinen Beitrag zum elektrischen Fluss liefern.

Wenn o die LADUNGSDICHTE auf der Platte ist, dann ist

A
TE oy = {[ Bnda=248, (2.4.8)
€0
da sowohl die Unterseite wie auch die Oberseite einen Beitrag liefern.
Also ist

B =" (2.4.9)

homogen im Raum.

Sy
\ / ik \\\ / wie Punktladung

N
'\/ N e

— / )

wie unendliche /f "

«— \ \\Iatte / / —
/ \ Ubergangsbereich / \

Abb. 2.12.: Elektrisches Feld um eine endliche Platte.

Wir betrachten eine endliche ebene leitfihige Platte mit der Ausdehnung ¢. Wir
konnen drei Falle unterscheiden:

r < ¢ Das elektrische Feld ist von dem einer unendlich ausgedehnten ebenen leit-
fahigen Platte nicht unterscheidbar.

r = ¢ Das elektrische Feld befindet sich in einem Zwischenzustand.
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27 2.4 FElektrische Felder von Leitern

R > { Das elektrische Feld ist von dem einer Punktladung im Kugelmittelpunkt
nicht unterscheidbar.

Ein Beispiel fiir diese Art Flachenladungen sind KLEBESTREIFEN. Andreas Do-

ring | | gibt an, dass Haftklebematerialien spezifische Haftenergien von E; =
(30...300) J/m? haben. Die Definition von Ej ist

v AL
A

wobei v, = 0.01 m s~! die Geschwindigkeit ist, mit der der Klebestreifen abgezogen
wird und A die Kontaktflache ist. At = 0.1 s ist die Loslosezeit. Die Haftkraft rithrt
von LADUNGEN her. Bei einer Flachenladungsdichte o ist £ = o /egy. Die Kraft auf
eine Fliachenladungsdichte o ist dann F/A = 0?/go. Mit den Daten von Herrn
Doring erhalten wir

Vg ~
Ei = Z/F(t)olt ~

F 0'2 Et

A 2 wAt

und daraus die Flachenladungsdichte

€ EfoEt
g = — =
d? v At

Dabei haben wir angenommen, dass Elementarladungen e im Abstand d ange-
bracht sind. d ist dann

v At
el

d=,le

Wenn wir E; einsetzen erhalten wir d ~ (10...18) nm. Dieser Abstand korreliert
gut mit den bekannten Molekiildurchmessern.

Bei zwei homogen geladenen Platten, deren Flachenladungsdichte vom Betrage
her gleich sind, aber unterschiedliches Vorzeichen haben, heben sich die Felder
ausserhalb der Platten auf. Gleichzeitig verstéirken sich die Felder im Inneren: Die
elektrische Feldstéirke wird E = o/¢.

<> << <>
<« “——<— <>
D e << <>
<« << <>
<« << <>

Abb. 2.13.: Elektrisches Feld entgegengesetzt gleich geladener Platten.
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Sind die Platten jedoch gleich geladen (oder ist die Oberflichenladung der Platten
gleich), kompensieren sich die elektrischen Felder im Innern der Platte, verstarken
sich aber im Aussenraum. Wieder ist im Aussenraum E = o/z.

— > <« —>» <« «—
—> ] «——> | «<«—
—>> ] «——> | «<«—
— > ] <« — | <<«
—> > N« b e

Abb. 2.14.: Elektrisches Feld gleich geladener Platten

| Leiter haben in ihrem Inneren keine statischen elektrischen Felder.

Da LADUNGEN im Inneren eines Leiters beweglich sind, folgt, dass das elektrische
Feld an einer beliebigen Oberfliche, die sich ganz im Inneren eines Leiters befin-
det, null ist. Damit ist die umschlossene LADUNG ebenso null. Daraus folgt, dass
LADUNGEN sich nur an der Oberflache eines Leiters befinden kénnen.

Das elektrische Feld an der Oberfliche eines Leiters kann mit dem Gaussschen
Gesetz berechnet werden. Wir betrachten eine zylinderféormige Flache, deren eine
Kreisfliche unter der Oberflache des Leiters und deren andere iiber der Oberfliche
des Leiters ist.

Abb. 2.15.: Integrationsfliache

Der gesamte Fluss des elektrischen Feldes ist

oo, = || Bnda = 2 (2.4.10)
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29 2.4 FElektrische Felder von Leitern

da das elektrische Feld im Inneren des Leiters null ist und die Hohe der Seitenfla-
chen verschwinden soll, haben wir

1
{[ Euda = E, ]( da = E,A = ~ Ao (2.4.11)
obere Flache €0
und
E, =2 (2.4.12)
€0

Aus dem Gaussschen Gesetz werden die zwei folgenden Schliisse gezogen:

o Die makroskopisch beobachtbare elektrische LADUNG eines Lei-
ters befindet sich auf seiner Oberflache.

e Das elektrische Feld an der Oberfliche eines Leiters steht senk-
recht zu dieser Oberfliche und hat die Grosse E,. = o/

2.4.1. Influenz und Bildladung

Abb. 2.16.: Links: Feldlinien in der Nahe eines Leiters. Rechts: Diese Feldlinien
konnen mit einer Bildladung erklart werden.

Da elektrische Feldlinien immer senkrecht auf der Oberflache eines Leiters stehen
miissen, sieht das Feldlinienbild einer Punktladung in der Néhe eines Leiters wie die
Halfte des Feldlinienbildes eines Dipols aus. Das elektrische Feld der Punktladung
erzeugt an der Oberfliche die INFLUENZLADUNG o(7), die das dussere Feld im
Leiter abschirmt. Formal kann das Feldlinienbild berechnet werden, indem man
zu einer LADUNG ¢ im Abstand a von der Oberfldche eines Leiter im Leiter innen
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eine Bildladung —q auch im Abstand a von der Oberfliche verwendet. Das Konzept
der Bildladung zeigt, dass eine LADUNG ¢ im Abstand a von einem Leiter mit der
Kraft

1q2

Fla)= ——— L
(a) 47rey 4a?

(2.4.13)

angezogen wird. Die Senkrechtkomponente (z-Komponente) des elektrischen Feldes
ist im Abstand r vom Aufpunkt in der Leiteroberflache

2 qa

E.(ra)=— 2.4.14
(7’ a) 471'80 (TQ 1 CL2)3/2 ( )
Damit ist die Oberflaichenladungsdichte
1 qa
= 2.4.15
U(T) o (7"2 N a2>3/2 ( )

Mit analogen Uberlegungen kann auch die Bildladungsdichte von kontinuierlichen
Ladungsverteilungen berechnet werden®.

2.5. Elektrostatisches Potential

Literatur: (Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik | , pp. 192]) (Siehe
Tipler, Physik [ , Pp. 681])
Die Arbeit ist durch

T2
W (1 — ) = /F () - dr (2.5.1)
1
definiert.

Die potentielle Energie eines Kraftfeldes F' (r) ist die Arbeit gegen diese Feldkraft.
Nach dem 3. Newtonschen Axiom ist F'.,; = —F'. Also

Epor (73) = By (1) + / Foo (r) - dr (2.5.2)
= Epot (T1) — /F (r)dr = Eyp (T1) — W (r1 = 13) (2.5.3)

x1
Eine potentielle Energie existiert, wenn
o Die Arbeit W (r; — 73) unabhéngig vom Weg ist.

o Die Arbeit fir jede geschlossene Bahn null ist (Die Bahn darf keine Singula-
ritdten des Feldes umschliessen).

e rot F(r)=0 firalle r

5Auch bei Dielektrikas gibt es Bildladungen
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31 2.5 Elektrostatisches Potential

Die potentielle Energie einer Probeladung ¢ im Feld der LADUNG () ist

ro

L @r 4 (2.5.4)

Abb. 2.17.: Approximation eines beliebigen Integrationsweges durch Kreisseg-
mente. Auf den Kreissegmenten (grin) ist [ E - ds = 0, entlang der
radialen Teile ist [ E -ds = [ E(r)ds.

Da wir jede Bahnkurve durch Stiicke in radialer Richtung und durch Bahnen mit
r = const approximieren kénnen, und da die Bahnen auf den Kugelflichen keinen
Beitrag geben (sie sind senkrecht zur Kraft) konnen wir das Integral vereinfachen.

qQ fdr
Epot (’r'Q) = Epot (7‘1) - 47'{'60 ﬁ (255)
1
qQ( 1>7"2 qQ (1 1)
Epor (1) — =) =B, S
pt(rl) 4dmeg /) P t(rl) + deg \ry 1
Ublicherweise setzt man Ej,y (r = 00) = 0. Damit wird
qQ 1
(1) = 2 (250

Aus der potentiellen Energie kann die Kraft mit dem Gradienten

F (r) = —grad E,y (r) (2.5.7)

berechnet werden. Fiir die potentielle Energie der Coulomb-Kraft bekommen wir

qQ 1> qQ 1 qQ ( 1)
F = — d — = — d - = — ° - T d
(v) gra <47r50r 47eg gra r 4reg r2 gradr
@ T

dreg 13

(2.5.8)

In Komponenten ist r = /22 + y? + 22 und grad =V = (3%7 6%, %)
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Also
0
1 9 1
)-( %
R ¥ VEr P+ 2
9z
0
1 1 9
_ 1 . 8875 (a:2 oy 22>
2(x2+y2+z2)2 651
1 1 2z
2@ 412 +22)7 \ 2z
1

oder direkt

o N N e
y

grad () = ——grad (r) = @\/332 Tyt 22| = (—2> BN

" " VTi Yyt + 22 " 2

2 x2+y2+z2
s
1 1 1N 7
RN (=T 2.5.9b
( 7’2> Var? +y? + 22 Z ( r2)r ( )

Erganzend zu Coulomb-Kraft hatten wir das elektrische Feld als auf eine Einheits-
ladung normierte Grosse eingefiihrt.

Er=-2"

= 2.5.10
dreq r3 ( )

Die potentielle Energie der LADUNG ¢ im Feld der LADUNG (), normiert auf ¢ = 1
ist das ELEKTRISCHE POTENTIAL ¢, auch SPANNUNG U genannt. Ich verwende in
diesem Skript die Begriffe ELEKTRISCHES POTENTIAL und SPANNUNG austausch-
bar.

Q1 Eu(r)
e(r) () dmeg T q ( )
Wichtig ist die Beziehung
Epot (1) = qp (1) = qU (r) (2.5.12)

Wie die Kraft aus der potentiellen Energie iiber die Gradientenbildung hervorgeht,
wird das elektrische Feld mit

E =—grad p = —grad U (2.5.13)

berechnet.

Folgende Relationen gelten
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33 2.5 Elektrostatisches Potential

lim /q
q—0

lim /q
q—0

Wir merken uns

U (rs) = U () /E (2.5.15)

analog zur potentiellen Energie.
Die Einheit des elektrostatischen Potentials oder der SPANNUNG ist

Joule J %4
L Volt = 1Coulomb N 1A s 1Z
Bem.: Beim elektrischen Feld ist der Feldvektor E| bei der Gravitation g
Das Gravitationspotential ist Ugyq, (r) = —G™.
Da die Coulomb-Krafte additiv sind, ist auch das elektrostatische Potential oder
die elektrostatische potentielle Energie additiv. Das Potential von LADUNGEN g;
an den Orten r; ist also

=N U . 2.5.16
; (r) = Ameg ; |r — ( )

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen p¢(7) ist das Potential

el(Ti dq(r;
47r€0 _[[[ |fa I_TT | 471,60 JI[ \rq—rrl (2.5.17)

Versuch zur Vorlesung:

Flachenladungsdichte (Versuchskarte ES-08, Video)

Eine homogen mit der Flachenladungsdichte o geladene Ebene erzeugt ein kon-
stantes elektrisches Feld £ = 0/(2¢). Das elektrostatische Potential eines Punktes
P im Abstand x > 0 von der Platte kann gefunden werden, indem wir entlang des
Lots vom Punkt P auf die Ebene integrieren.
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Uz) = U(0) /Edf —U(0) - 2‘;0 /d£ —U(0) - Zzox firs >0 (2.5.18)
0 0

Fir z < 0 berechnet man

U(x) =U(0) — (—) x=U(0)+ ;;0:17 fir x <0 (2.5.19)

Homogen geladene Ebene: Potential
20— T T

U(x)

-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0

Abb. 2.18.: Potential senkrecht zu einer homogen geladenen Ebene mit Uy = 2
und o = 2g.

Das elektrostatische Potential eines Kreisringes mit der LADUNG () und dem Radi-
us R im Abstand z auf der Symmetrieachse soll berechnet werden. Wir verwenden,
dass

1 1
= —d
dregr

dU (x)

ist, mit

Wir erhalten

U@ /dq_ 1 7 g 1 Q
"~ Adreg )T " Adreg ) Vit + R " 4meg /22 + R2

(2.5.20)
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35 2.5 Elektrostatisches Potential

Kreisring: Potential entlang der Symmetrieachse
0.6

)

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

"0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Abb. 2.19.: Potential eines Kreisringes entlang der Symmetrieachse fiir eine po-
sitive LADUNG @) = 47megy und dem Radius R = 2.

Analog kann das Potential einer homogen geladenen Scheibe mit dem Radius R
entlang ihrer Symmetrieachse x berechnet werden. Die Ladungsdichte der Scheibe
sei 0 = Q/(mR?). Ein Kreisring mit dem Radius a trigt die LADUNG dg = 21acda
und erzeugt dann das Potential

1 dq
aUu = 2.5.21
Durch Integration iiber die gesamte Scheibe erhalten wir
R R
1 2raocd d
U(z) = Taode _ 7 [ 24%h (2.5.22)
dreo ) Vat+a? 280 Va'+a?
Dieses Integral ergibt nach Bronstein| , Seite 309, Nr. 193]
Uz) = %o Va? + a2’ (\/:L‘2 + R? — a:) (2.5.23)
€0

Asymptotisch verlduft auch dieses Potential fiir z — oo wie das Potential einer
Punktladung, da

o / R2 o R? o R?
= — 1 _— ~ _— — = —
Ulx) 2¢0 (x * 2 x) 250 < + 2x w) 4eg

Fir den anderen Grenzfall berechnen wir die Taylorreihe um 0 bis zum ersten
Glied.
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U(0) = - (VO + B2 - 0)

280
d o (1 2x o
dz (z) e—0 20 (2 Va2 4+ R2 ) o0 2¢0
d o

Die beiden Grenzfille zeigen, dass sich die geladene Kreisplatte fiir x > R wie
eine Punktladung und fiir x < R wie eine unendlich ausgedehnte Platte verhélt.

Kreis: Potential entlang der Symmetrieachse

1 ——hl G i r )Rt ) e g

0o ; ; ; ;
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Abb. 2.20.: Elektrostatisches Potential einer homogen geladenen Kreisscheibe
entlang ihrer Symmetrieachse mit R = 2 und o = 2¢,.

Das Potential einer homogen geladenen Kugelschale wird mit dem elektrischen Feld
berechnet. Das radiale elektrische Feld ist E,(r) = -+ %. Damit ist das Potential

dmeg 2 °

I Q
U(r) = U(oo)—OO 47rsoﬁdr
B Q rdr
= Uleo 47r5000 r2
= )
pu— U —_— —_—
(00 4meg /) o
Q 1
= U — 2.5.24
(OO 47T€0T ( )
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37 2.5 Elektrostatisches Potential

Oder mit U(o0) =0

Q1
Ur) = P firr > R (2.5.25)

Innerhalb der Kugelschale ist das elektrische Feld null, das Potential also konstant.

Uy =21

= fii 2.5.2
Ineo B irr < R (2.5.26)

Homogen geladene Kugelschale: Potential

2.0 e () :

1.0 o

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Abb. 2.21.: Potential einer homogen geladenen Kugelschale mit R =1 und @) =
87T50.

Schliesslich berechnen wir das elektrostatische Potential in der Néhe einer unend-
lich ausgedehnten Linienladung mit der Ladungsdichte A. Das radiale elektrische
Feld ist £ = \/(2mepz). Das Potential ist dann

’ )\dl‘ )\ r
U(r) = Ulro) — pr Ul(ro) — ares () (2.5.27)

Wir setzen U(rp) = 0 und erhalten

Ur) = -5 A <T> (2.5.28)
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Homogene Linienladung: Potential

2.0 \ 00
1.0
0.0
]
-1.0
\
—
20 I—
. \
]
-3.0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abb. 2.22.: Potential in der Néhe einer unendlich ausgedehnten homogenen Li-
nienladung mit 7o = 1 und A = 27ey.

2.6. Poisson-Gleichung

Literatur: (Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik | , pp. 197]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp. 703))
Wir hatten in Gleichung (2.3.9) gesehen, dass
div D (r) = pe (7) (2.6.1)
ist.
Gleichung (2.5.13) besagt, dass
E(r)=—grad ¢(r) (2.6.2)

ist. Mit der im Vakuum geltenden Beziehung D = ¢y E erhalten wir die Poisson-
Gleichung.

—eodiv grad ¢ (1) = pe (1) = —e0Ap (1) (2.6.3)
oder
Ap (r) = —pelg g’") (2.6.4)

Dabei haben wir den Laplace-Operator A = div grad = V - V verwendet. In
Komponentenschreibweise in einem kartesischen Koordinatensystem ist dies

0 6 0 o 0 0 82 82 62
(%@&)'(%%5):@+@2+@ (2:6:5)
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39 2.7 Kapazitét: eine geometrische Figenschaft

Die POISSONGLEICHUNG ermoglicht eine Berechnung der Potentiale ausgehend
von Ladungsverteilungen.

Bemerkung:

Im allgemeinen Falle bei beliebigen Materialien lautet die Beziehung zwischen der
dielektrischen Verschiebung D und dem elektrischen Feld E

D(r) =ccoE(r) (2.6.6)

Dabei ist die relative Dielektrizitatszahl € im einfachsten Falle eine Zahl und im
allgemeinen Falle ein TENSOR zweiter Stufe. Die allgemeine POISSONGLEICHUNG
(Gleichung (2.6.4)) wird dann wie folgt geschrieben

div (geggrad ¢(r)) = —pea = V - (60V (7)) (2.6.7)

Beispiel: Ebene
Bei einer geladenen Ebene ist pg (x,y,2) = § (2) o (z,y) = § (2) 0 mit o (x,y) =
0g. Die Poissongleichung wird, wegen der Translationssymmetrie in x und y zu

82 U _0'0(5 (Z)

072 €0

Daraus folgt, dass %—g = const # 0 fir z # 0.

Bei z = 0 haben wir einen Sprung der Grosse ‘;—8 der symmetrisch von +20700 bis

—2"700 reichen muss. Nochmals integrieren ergibt

AU

(2.6.8)

) U+ 322 fir z2<0
U(z)_{UO—"C?Z fir z2>0

2e0

(2.6.9)

Uy ist eine frei wihlbare Integrationskonstante.

Das Innere eines Leiters ist ein Aquipotentialraum, da in einem Leiter LADUNGEN
sich frei bewegen konnen. Da Feldlinien dE senkrecht zu einer Metalloberfléche, die
immer eine Aquipotentialfliche ist, stehen kann man schliessen (und mathematisch
beweisen), dass Feldlinien senkrecht auf Aquipotentialflichen stehen.

An Luft kann man nicht beliebige Potentialunterschied aufrechterhalten. Die mog-
lichen Potentialdifferenzen werden durch Funkentiiberschlage begrenzt. Fiir Luft
unter Normalbedingungen muss

E<3-10°Vm™ (2.6.10)

sein.

2.7. Kapazitat: eine geometrische Eigenschaft

Literatur: (Siehe Tipler, Physik | , pp- 722]) (Siehe Kneubiihl, Repetitorium
der Physik | , pp. 202])
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Versuch 12: Versuch zur Vorlesung:
Kapazitat von Kugeln (Versuchskarte ES-27)

Wir wollen das folgende Problem losen:
o Wieviel LADUNG kann auf einer Leiteranordnung gespeichert werden?

Wir wissen:
Im Inneren der Leiter ist U = const und pg = 0

¢ An der Oberflache sind die E-Felder senkrecht zur Oberflache
o Zwischen den Leitern ist p,; = 0, also AU =0

e Die LADUNGEN auf den Leitern sind Oberflichenladungsdichten.

" Leiter

Abb. 2.23.: Integrationsoberfliche an der Grenze Metall-Vakuum.

Wir betrachten eine kleine zylinderféormige Oberfliche und verwenden

jaf E . da— Qeinge:ﬂossen (2.7.1)

Da das Feld im Inneren des Leiters verschwindet und die Seitenflichen keinen
Beitrag geben, ist

cobbL =0 (2.7.2)
Bei einer geniigend grossen ebenen Flache A ist die LADUNG dann
Q = /ada = /EDEJ_CZ(I ~ €0EJ_A (273)
A A

A représentiert hier die Geometrie, so dass man schliessen kann, dass die gesamte
LADUNG von der Geometrie der Leiter abhéngt| , S. 48]. Wenn wir die Leiter
1,2,...n betrachten, ist

Q) — Qi
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41 2.7 Kapazitét: eine geometrische Figenschaft

mit U; dem Potential auf dem Leiter j und U; dem Potential auf dem Leiter ¢. C;
ist die Kapazitit zwischen den Leitern ¢ und j.

Da die Nummerierung in der Gleichung (2.7.4) willkirlich ist, muss C;; = Cj
gelten.

Die Einheit der Kapazitat ist

lFarad=1F=1CV'!'=1AsV! (2.7.5)

Als erstes Beispiel betrachten wir den Plattenkondensator

Abb. 2.24.: Geometrie eines Plattenkondensators. Wir betrachten auf beiden Sei-
ten eine Flache A die jeweils in eine unendlich ausgedehnte Flache
eingebettet ist.

Wir benutzen, dass das elektrische Feld einer unendlich ausgedehnten homogenen
Flachenladung konstant Fgpen. = ﬁ ist (Gleichung (2.4.8)).

Auf den Kondensatorplatten ist die LADUNG ) = Ao = 260 Egpenc A.

Das elektrische Feld zwischen den beiden Platten stammt von beiden Platten, also
ist

E = 2Epene (2.7.6)

Also ist Q = Ao = ggFA. Deshalb ist das Potential am Ort der zweiten Platte
gemessen von der ersten Platte

d
U2’1 =—-F .-d— ’UQJ’ =2Fgpene - d = ZLd = 7¢ (277)
260 €0

Damit ist die Potentialdifferenz zwischen den beiden Platten oder die angelegte
SPANNUNG

p ool 0

= 2.7.
€0 A€0 ( 78)
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oder

A
8 =e o =C (2.7.9)

Damit haben wir die Kapazitat eines Plattenkondensators berechnet. Wir haben
dabei benutzt, dass o die Flachenladungsdichte einer diinnen Platte ist. Hatten
wir einen dicken Leiter genommen, mit den Oberflichenladungsdichten o, und

o_ = —o, auf jeweils leitenden Halbraumen, ware das Resultat mit Eyapraum = =
o o0_ 204

U2,1,Halbréiume - (EHalbraum,—l- - EHalbraum,—) -d = ? - ? - ? (2710)
0 0 0

Dies ist kompatibel mit Gleichung (2.7.4). Bei realen, nicht unendlichen Platten
gibt es auch eine Wechselwirkung der Riickseiten. Weiter ist wegen der INFLUENZ
die Ladung nicht gleichverteilt.

Beachte, dass wir einen endlichen Plattenkondensator, der in einen unendlichen
Plattenkondensator eingebettet ist, betrachtet haben, um Randeffekte auszusch-
liessen.

oV

Abb. 2.25.: Durch die Dreiteilung des Kondensators konnen bei einem realen
Kondensator die Randeffekte minimiert werden. Die kleine Liicke
stort das homogene Feld nur unwesentlich.

Beispiel: Ein Kondensator mit d = 0.1 pm, A = 1 m? sei auf die Spannung

U =10 V geladen. Dann ist C' = 88.5 pF, Q = 0.885 mC, 0 = ¢ = 0.885 mC/m?
und £ =108 V. m .

Aus der Additivitdt der Ladung folgt, dass bei der PARALLELSCHALTUNG von
KONDENSATOREN sich die Kapazitaten addieren.

“
Versuch 13: Versuch zur Vorlesung:

Reihen- und Parallelschaltung von Kapazitiaten (Versuchskarte EM-
48)
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43 2.7 Kapazitét: eine geometrische Figenschaft

U,

— ——— Cy —/—— Cy, /G4

U,

Abb. 2.26.: PARALLELSCHALTUNG von Kondensatoren.

1 = CU
Q2 = CU
Qs = CU (2.7.11)
Qges = Q1+ Q2+ Q3 = (C1 + Co + C3)U (2.7.12)
oder
Does _ g, =Nt LHD _ 00, (2.7.13)
U U
bei Parallelschaltung |
C=>C; (2.7.14)
i=1

Bei der RETHENSCHALTUNG wird die angelegte SPANNUNG U auf die in Reihe
geschalteten Kondensatoren aufgeteilt.

Abb. 2.27.: REIHENSCHALTUNG oder SERIENSCHALTUNG von Kondensatoren.

Auf den Kondensatoren sind die LADUNGEN
Q=01 = U-U)C = Qs = (Ui —Uy)Cy = Q3 = UyCy gespeichert, da
in diesem System nur LADUNGEN verschoben, aber nicht erzeugt oder vernichtet
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werden konnen.

Also ist
Q _
o - U-U,
32 = U —-U,
Q
I 2.7.1
c. Uy (2.7.15)
oder
Q Q @ ( 11 1 > Q
e @ @ b 1 Ty 2.7.1
"Catateatatal) e, BT
Fiir die Reihenschaltung gilt
1 no1
ges =1 “1
2.8. Energie des elektrischen Feldes
Literatur: (Siehe Kneubitihl, Repetitorium der Physik | , pp- 204]) (Siehe
Tipler, Physik [ , pp- 729])
i

Versuch 14: Versuch zur Vorlesung:
Energieumwandlung (Versuchskarte EM-157)

Ein Plattenkondensator der Kapazitit C sei auf die SPANNUNG U = % aufgeladen.
Wir transportieren die LADUNG A() von einer Seite zur anderen. Die Arbeit ist

W(Q,Q+ AQ) :U-AQ:QgQ (2.8.1)
Dabei haben wir die LADUNG AQ tiber die Potentialdifferenz U transportiert.
w0 - [22_2 (282
’ / C 2C o
also
Epot (C) = ;2; (2.8.3)
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45 2.8 Energie des elektrischen Feldes

oder mit C' = %

_ @
a 2€0A

Epot (d> (284)

oder mit Q =U - C

Uz.-C
2

Das Integral iiber die Oberflache eines Leiters verkniipft die Ladung @) = FE Agg
mit dem elektrischen Feld. Das Volumen ist V' = A - d. Zusammen ergibt sich

Epor (U) = (2.8.5)

E?* A-d-eg E*V-e FE-D-V

E = = = 2.8.
- : " = (2:8.6)
oder mit wy; = ‘l/imo % der ENERGIEDICHTE DES ELEKTRISCHEN FELDES
%
cE? E-D
ol = = 2.8.
Die Kraft AFy auf ein Volumenelement AV wird durch
. AFV (’l")
Fy(r) = Al‘l/rgo N (r)E(r) (2.8.8)
beschrieben, da
AFy (r)=E(r)-AQ=E(r)-pg- AV (2.8.9)
Das elektrische Feld iibt eine MECHANISCHE SPANNUNG aus
. AF(r)n
O Mazwell — Al‘l/n_1>0 TV (2810)

Diese Spannung wird MAXWELLSPANNUNG genannt. Sie hat die Einheit des Druckes.
n ist der Normalenvektor der Oberflache.

Die OBERFLACHENLADUNGSDICHTE eines Metalls sei die Ursache des elektrischen
Feldes. Wir hatten die potentielle Energie im Feld des Plattenkondensators aus-
gerechnet: ), = % Die Arbeit, den Kondensator von d auf d + Ad zu bringen
ist.

W (d, d + Ad) = FAd —Lpot (d + Ad) - Epot (d>
Q? Qxd Q*Ad
= d+ Ad) — =
28014 ( + ) 28014 2€0A
B Q72 Ad A B s Ad A
N A? 260 -7 250
AAd €
— 22, =YF2AAd 2.8.11
0% T, 2 (28.11)
und damit
F €0 2 D-FE
azwell — —; — —F° = 2.8.12
oM 1 A 9 9 ( 8 )
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Beispiel: In einem Laser kénnen Felder von 102 V m~! auftreten. Dies entspricht
einer Maxwell-Spannung von 4.43 - 10'? Pa ~ 4.43 - 107 bar.

Wichtig: Energiedichten haben die Einheit des Druckes. In jedem
Raumgebiet, in dem Energie gespeichert wird, herrscht Druck.

Versuch 15: Versuch zur Vorlesung:

Spannungswaage (Kirchhoffsche Waage) (Versuchskarte ES-16, Vi-
deo)

2.8.1. Diskussion Versuch Flachenladungsdichte

Im Versuch Flachenladungsdichte wird die Flachenladungsdichte gemessen, indem
eine kleine Kugel in Kontakt mit verschieden grossen Kugeln auf einem konstanten
Potential ¢ = U gebracht werden.

2
P ir
2R i
o
U Q= Il(t)j t A

Abb. 2.28.: Schematische Darstellung des Fléachenladungsversuches.

In der Abbildung 2.28 wird der Messprozess schematisch gezeigt. Fine Kugel mit
dem Radius R wird auf die SPANNUNG U aufgeladen. Die kleine Kugel mit dem
Radius r wird mit der grossen Kugel in Kontakt gebracht. Nach kurzer Zeit haben
beide Kugeln gegen Erde (unendlich) das Potential ¢q = U. Wenn wir annehmen,
dass die kleine Kugel eine unwesentliche Storung der grossen Kugel ist, ist die
Kapazitit der beiden Kugeln

Cgemeinsam ~ CR = 47T€OR (2813)
Die Flachenladungsdichte der beiden Kugeln im Kontakt ist durch

Qr = 47 (R* 4 1*) Ogemeinsam = CemeinsamU & CrU = 47eq RU (2.8.14)
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47 2.9 Elektrische Figenschaften der Materie

gegeben. Durch die Trennung der beiden Kugeln wird die Flachenladungsdichte
Ogemeinsam aUf beiden Kugeln eingefroren. Fiir die kleine Kugel haben wir dann

qr = 47TT20-gemeinsam (2815)
Die Kugel hat nach der Trennung ein anderes Potential gegen unendlich, namlich

ro, i
o 2 . o o gemeinsam
qr = dmr O gemeinsam — CT‘UT - 47T€0TUT = Ur - c
0

Aus dem Potential an der grossen Kugel U = Rag;“% bekommt man

U
Ogemeinsam — % (2816)

und

,
U.=U— 2.8.17
. (28.17)

Aus Gleichung (2.8.15) und Gleichung (2.8.16) erhalten wir

g = dmrt—— = U= 47rr20gemeinsam (2.8.18)

Die Kugel wird schliesslich auf das Ladungsmessgerét (eigentlich ein Strom-Inte-
grierer) aufgebracht. Die gemessene Ladung ist proportional zu 1/R und damit
proportional zul Fgemeinsam-

2.9. Elektrische Eigenschaften der Materie

Versuch 16: Versuch zur Vorlesung:

Influenzversuch: Verschiebungsdichte im Kondensator (Versuchskar-
te ES-018, Video)

Wir betrachten ein Modellatom bestehend aus einem KERN der LADUNG Ze und
einer Elektronenwolke der LADUNG —Ze. Ohne dusseres Feld liegen die Ladungs-
schwerpunkte iibereinander. Dabei ist hier Z die Anzahl der PROTONEN im Kern,
die KERNLADUNGSZAHL.
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v

Abb. 2.29.: Schematisches Bild eines ATOMS mit seiner ELEKTRONENHULLE.

Auf den positiven Kern wirkt die Kraft

F.=ZcE

Auf die negative Elektronenwolke wirkt

F_=—-7¢FE

Die Federkraft wirkt auf die positive Ladung wie

F+,Feder = —kx

Auf die negative Ladung wirkt die Federkraft

F—,Feder = —k (—213)
Das Kraftegleichgewicht fiir die positive Ladung lautet:

F++F+,Feder:O:Z€E—kw$ZeE:k:a:

(2.9.1)

(2.9.2)

(2.9.3)

(2.9.4)

(2.9.5)

Alternativ kann das Kréftegleichgewicht fiir die negative Ladung angegeben wer-

den:

F_+F_ jpge=0=—Z2eE —k(—x) = ZeE = kx

Das INDUZIERTE DIPOLMOMENT ist

Pind = LET

und damit

(2.9.6)

(2.9.7)

(2.9.8)

Dabei ist o die ATOMARE POLARISIERBARKEIT (Einheit [a] = Fm* = Cm?/V =
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2.9 Elektrische Figenschaften der Materie

Asm?/V).

Atom oder Molekiil

a/ (10_40 Asm2/V>

He
Lit
Ne
K+
Xe
O
CCly
Cl-
-

0.2
0.03
0.4
0.9
3.5
3.5
10

Tab. 2.2.: Gefullte Elektronenschale

Atom oder Molekiil

af (10*40 Asm2/V>

H
Li
K
Cs

0.7
13
38
46

Tab. 2.3.: Nicht gefiillte Elektronenschale

Die potentielle Energie des induzierten Dipols im homogenen Feld E ist

2
(0% pind 1
E,=—FE*= — _Ep. 2.9.9
pot 2 QOé 2 pznd ( )
da
ABy =W (p,p+Ap) =QE-Az=E-Ap="L . Ap (2.9.10)
[0}
und damit
p p’
E,= [ Zdp="— 9.
” /adp - (2.9.11)
0
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2.9.1. Dielektrika

Versuch 17: Versuch zur Vorlesung:
Plattenkondensator mit Dielektrikum (Versuchskarte ES-3, Video)

Bis jetzt haben wir angenommen, dass das elektrische Feld im Vakuum gemessen

wurde. Dann gilt

D = E (2.9.12)

loje|os|

Abb. 2.30.: Isolatoren in einem Kondensatoren

Die Beziehung zwischen angelegter SPANNUNG und dem elektrischen Feld ist

U
E=— 2.9.1
- (29.13)

unabhéngig von den Eigenschaften des Isolationsmaterials.
Andererseits ist

eolU 2@ &0 @
D =¢yE = = = == 2.9.14
£ d ~ Cd z2d A (2.9.14)
abhéngig von der gespeicherten LADUNG. Am Kondensator kénnen D und F un-
abhangig bestimmt werden.

In vielen Fallen sind D und FE linear voneinander abhangig.
D =ccoE = (1 + xe)eoFE (2.9.15)

mit € > 1 und y. > 0.

¢ heisst die Permittivitat, y. die dielektrische Suszeptibilitat.
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Im Allgemeinen sind € und y,. Tensoren.

Material 5 a /(1071 Asm?*/V)
Vakuum 1 0
Luft 1.0006 2.00332
Paraffin 2.1 38.7601
Diamant 5.6 0.912181
Glas 5-9 5.71864 - 7.27827
Silizium 11.9 4.16924
Wasser (291K,0H z) 81 7.65901
Wasser (291K,1PHz) | 1.77 1.62297
Rutil (L) 90 7.9997
Rutil (|)) 170 8.12512

Tab. 2.4.: Finige relative Permittivitaten

Alle Formeln der Elektrostatik konnen auf isotrope und homogene DIELEKTRIKA
angewandt werden, indem &y durch egq ersetzt wird.

2.9.1.1. Woher riithrt ¢ > 17

Wenn ein Material ortsfeste permanente elektrische Dipole besitzt, dann werden
diese im extremen Feld ausgerichtet. Die LADUNGEN im Inneren des Materials
kompensieren sich. An der Oberflédche treten LADUNGEN auf, die das aussere Feld
schwéachen.

AN

mit elektrischem
Feld

ohne elektrisches
Feld

Y
b
Q
Y

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Abb. 2.31.: Anordnung permanenter Dipole ohne und mit elektrischem Feld.

Dabei werden die positiven LADUNGEN an der Oberfliche angereichert, in die
das elektrische Feld zeigt. Die negativen LADUNGEN werden auf der Gegenseite
angereichert. Diese Polarisation heisst ORIENTIERUNGSPOLARISATION.
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Abb. 2.32.: Links: unpolares Medium ohne ausseres elektrisches Feld. Rechts: mit
einem nach links gerichteten elektrischen Feld.

Ein unpolares Medium wird durch das dussere Feld nach Gleichung (2.9.8) po-
larisiert. Die Ladungsschwerpunkte der Elektronen verschieben sich und wieder
entsteht ein inneres elektrisches Feld, das dem &usseres Feld entgegen wirkt. Diese
Polarisation ist die VERSCHIEBUNGSPOLARISATION.

2.9.1.2. Stetigkeitsbedingungen an der Grenze zweier Dielektrika

Wir verwenden das GAUSSSCHE GESETZ. Im ladungsfreien Raum gilt div D =0
(sieche Gleichung (2.3.9)). Da das elektrostatische Feld ein konservatives Feld ist,
gilt auch rot E = 0. Wir betrachten eine Oberfliche A, die ein Stiick AA der
Grenzflache umschliesst. Dann ist

/Dda:—DuAA%—DQLAA:O
A

und damit gilt fiir die DIELEKTRISCHE VERSCHIEBUNG die folgende Stetigkeits-
bedingung

Dy, = Dy, (2.9.16)

Wir verwenden weiter eine Schlaufe s, die die Grenzfliche zweimal durchdringt
und erhalten

/ I‘OtE-da:?{E-dSZEng—EQHEZO
A(s) s

und damit gilt fiir das ELEKTRISCHES FELD die folgende Stetigkeitsbedingung

By = By (2.9.17)
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An der Grenzflache zweier Dielektrika gilt

o die Komponente der dielektrischen Verschiebung senkrecht zur
Grenzflache und

o die Komponente des elektrischen Feldes parallel zur Grenzflache

sind stetig.

Mit grad ¢ = —F konnen diese Stetigkeitsbedingungen auch fiir das POTENTIAL
© umgeschrieben werden

Y1 = P2
01 0o
ph rs 2.9.18
“1 on =2 on ( )

2.9.1.3. Das Gesetz von Clausius und Mosotti

In diesem Abschnitt wollen wir aus einer mikroskopische Betrachtung einen Zusam-
menhang zwischen der relativen PERMITTIVITAT und der POLARISIERBARKEIT
ableiten. Die POLARISATION eines Atoms oder Molekiils hangt von der POLARI-
SIERBARKEIT « sowie vom lokalen elektrischen Feld F; ., ab. Dieses lokale Feld
ist die Summe aus dem externen Feld E sowie dem Feld aller anderen Dipole am
Beobachtungsort, F;.

Eipaq = E+ E; (2.9.19)

Die POLARISATION hingt vom lokalen Feld E,. ., wie folgt ab:

P =np,;,; = naE (2.9.20)

wobei n die Dichte der induzierten Dipole ist. Die Polarisation P hat dann die
Einheit [P] = C/m?.
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E A -

y _)n
Radius: R ¢/ daé .

——> #X

Ez’,m

Hier wird das elektrische Feld berechnet

Abb. 2.33.: Berechnung des Gesetzes von Clausius-Mosotti

Zur Berechnung von E; und damit E,,, betrachten wir ein homogenes Dielektri-
kum mit ¢, bei dem ein kugelférmiges kleines Volumen mit dem Radius R entfernt
wurde. In diesem Volumen berechnen wir das lokale Feld| ,S. 68], ], das
von einem externen Feld E in der z-Richtung hervorgerufen wird.

Das externe elektrische Feld erzeugt im Inneren des Dielektrikums eine Polarisa-
tion, die das externe elektrische Feld schwacht. Deshalb gibt es an der Oberflache
eine Oberflachenladungsdichte, die durch die Polarisation im Inneren des Dielek-
trikums hervorgerufen wird.

Die Polarisation steht senkrecht auf der Kugeloberfliche (analoge Argumentation
wie bei E). Das Die Polarisation des Dielektrikums erzeugt deshalb an der Ober-
fliche des Hohlraums eine Ladungsdichte ¢(©) = P, = P, cosf, analog wie eine
Ladungsdichte und ein elektrisches Feld mit E = 0 /¢y zusammenhéngt. Nach dem
Coulombgesetz (Gleichung (2.1.5)) ist der Beitrag von oda gegeben durch

oda  P,cost
47T€0R2 - 47T€0R2

gegeben. Die z-Komponente ist dann

dE;, = da (2.9.21)

P, cos? 0
a5, = Prcos’
’ 41 EORQ

da dE;, auf die x-Achse projiziert werden muss. Wir integrieren tiber die ganze

Kugel und beachten, dass da = r?sin #dfdy ist. Die Integration iiber ¢ (Faktor
27) und diejenige tiber r (Faktor 1, da die LADUNG an der Oberflache konzentriert

da, (2.9.22)

ist) sind sofort ausfithrbar, so dass wir mit [ cos?(0) sin(0)df = —3 cos*(6)
Pon [ 5, 1
B, = —or / cos?0sinOdf = — P, (2.9.23)
’ 47T€() 350

erhalten. Da die x-zuféllig gewahlt wurde, gilt die LORENTZ-BEZIEHUNG auch
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allgemein
E, = 1 P (2.9.24)
1 T 360 o
Mit
P=(c—1)egE = xeeoE (2.9.25)

wird aus der Kombination von Gleichung (2.9.20) und Gleichung (2.9.24) die
CLAUSIUS-MOSOTTI-BEZIEHUNG

Xe _€—1 na
Xe+3 e+2  3e
die die Polarisierbarkeit o mit der relativen Permittivitat e verkniipft. n ist die

Dichte der induzierten Dipole.
Die Rechnung verlauft folgendermassen

(2.9.26)

P
P=(c—1)gF E = = 1)
P = naEkal
FEiokat = ﬂi Eioka = F + E;
P P P
na  (e—1)g  3g
1 1 1 1 1 1
na  (e— 1)z 32 :so<<s—1>+3>
1 (3461 1 24«
_50<$€—U> _%<$€—U>
na  e—1 30+ 2na
3750 e 42 " 3gp — na

2.9.1.4. Kondensator gefiillt mit Dielektrikum

+++++++++++

Abb. 2.34.: Links: Kondensator ohne und rechts: mit Dielektrikum
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Wir betrachten einen Kondensator, dessen Platten die konstante LADUNG @) tra-
gen. Das Feld im Inneren des Kondensators sei um den Faktor e geringer als das

Feld Ey ohne Dielektrikum

E==2 (2.9.27)

Eod U
U=Ed="2"=22 (2.9.28)
€ €
Die Kapazitat ist
Q_Q Q
Also ist beim Plattenkondensator
A
C= €0 (2.9.30)
Die dielektrische Verschiebung ist im obigen Falle konstant
Q
D=—= 2.9.31
< (29.31)

Hélt man die SPANNUNG fest, wenn ein Dielektrikum in den Kondensator einge-
bracht wird ist,

Q = Qo (2.9.32)

2.9.2. Elektrische Phanomene

Versuch 18: Versuch zur Vorlesung:
Steighohe im Kondensator (Versuchskarte ES-12)

Die Energiedichte im Kondensator ist

wy=-D-E (2.9.33)
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L %y

Abb. 2.35.: Links eine dielektrische Fliissigkeit im Kondensator ohne angelegtes
Feld. Rechts mit angelegtem Feld.

Wenn wir das obige Experiment durchfithren, steigt die dielektrische Fliissigkeit.
Dabei erhoht sich die im elektrischen Feld gespeicherte Energie und auch die po-
tentielle Energie.

Wie geht das?

Dielektrikum

dx

Abb. 2.36.: Skizze der Anderungen beim Anlegen einer SPANNUNG

Zur Berechnung miissen wir auch die Batterie oder Spannungsquelle mit betrachten

[ J

1. Mechanische Arbeit:
dWmech = Fdx

2. Elektrostatische Energie im Volumen a bdx: Die SPANNUNG U wird kon-
stant gehalten, und damit auch
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Dabei nehmen wir ein homogenes Feld an

1 1
aw, = <2550E2 _ 250E2> abdz
1 U?
= 5 (5 — 1) eoﬁabdx
1 ,b

3. Die Batterie liefert elektrische Energie, da die Ladungsmenge sich andert.
Die Kapazitat andert sich um

bd bd
dC = 550—x — 50—:6
a a
bd
= (e—1) 50733 (2.9.35)
Die SPANNUNG U, wird aufrecht erhalten und die LADUNG d@ transportiert
(Epot = qU)
Also
dWBatt - UdQ (2936)
= U.-UdC
bdx
= — e U=
(e —1)eo a
4. Die Energiebilanz ist
dWmech + dWel - dWBatt (2937)
1 o b o b
Fdx + 5 (e—1)eU adx =(e—1)eU 5dm (2.9.38)
und somit
Folieo el (2.9.39)
= 9 € €0a .J.

2.9.2.1. Dielektrische Fliissigkeit im Kondensator bei konstanter Ladung

Wenn der Kondensator von allen Spannungsquellen getrennt ist, bleibt die Ladung
auf seinen Platten, (), konstant. Die dielektrische Verschiebung D und nicht das
elektrische Feld E bleiben konstant.

1. Mechanische Arbeit:
dWmech = Fdx

2. Elektrostatische Energie im Volumen a bdzx: Die Ladung ) wird konstant
gehalten, und damit auch
Q

D=—
A
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59 2.9 Elektrische Figenschaften der Materie

A ist die effektive Plattenflache des Kondensators. Dabei nehmen wir ein
homogenes Feld an

1 1
dwW., — (D2 _ D2> abdz
2eeg 2e0
1— 2
- ngiiabdx (2.9.40)
0

dW,; ist negativ, da 1 — e < 0 ist.

3. Die Energiebilanz ist

dWmech + dWel =0 (2941)
Fdo+ 225 par — 0 (2.9.42)
2eey A2 - o
und somit
1(e—1)Q?
polE=D@ (2.9.43)

- 5 [SXSN) Ea

Der alternative Weg zur Losung geht so: Der Kondensator habe eine gesamte
Flache von A = Lb. Auf der Lange x ist das Dielektrikum, Dann ist die Kapazitat
(Parallelschaltung)

xb (L—2x)b

C= geg— + &g (2944)
a

Wenn die Ladung ) = const auf den Platten ist, ist die resultierende Spannung

C  bey(L+z(e—1))
Die Platten sind Aquipotentialflichen, also kénnen wir das elektrische Feld berech-
nen

(2.9.45)

_U_ Q
E_E_beo(l)—i—x(g—l))

Dieses ist gleich im leeren wie im gefiillten Bereich. Damit kénnen wir die Ener-
giedichten mit und ohne Dielektrikum bestimmen:

(2.9.46)

1 2 2
Wer,p = 5EEE” = “90@ 7 = cQ 5 (2.9.47a)
2 b2ed (L+x(e —1)) b2eo (L+ x(e —1))
1 2 2
Wet,o = ~€0 B2 = 0@ - = ¢ 5 (2.9.47D)
2 b2ed (L+x(e —1)) b2 eo (L4 z(e — 1))

Die gesamte Energie im Kondensator ist die Summe aus den potentiellen Energien
im leeren und gefiillten Teil.
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aQ?
Er = w, b elo (L — b= 2.9.48
tor = Wet,p b+ Wer ( z)a 2beg (L+ xz(e — 1)) ( )
Schliesslich kann die Kraft am Ort ¢ berechnet werden
d —1Q?
po_dp,) - (EZD@a (2.9.49)
dx et 2200 (L—L(e—1))

2.10. Zusammenfassung: die Grundgleichungen der
Elektrostatik

Ladung Symbol g oder @, Einheit [¢] = C = A s = Coulomb
Permittivitat Gleichung (2.1.4)

g0 =8.8544-107" C* N ' m™?

Coulomb-Gesetz Gleichung (2.1.5)

I g1-q7i2
47T€0 7"%2 T12

F(r)=

Elektrisches Feld Gleichung (2.2.2)

1 Q T2
471'50 7"12 T12

E(r) =

Symbol E, Einheit [E] =N C~! =V m™!

Elektrische Feldlinien « Elektrische Feldlinien beginnen bei der positiven LA-
DUNG und enden bei der negativen LADUNG.

o Die Anzahl der von einer LADUNG ausgehenden oder auf einer LADUNG
endenden Feldlinien ist proportional zur Ladungsmenge.

o Thre Dichte ist proportional zum elektrischen Feld.

Elektrisches Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung Gleichung (2.2.5)
pel ro—T
av
47r50 Ifj [P — 'r\ |rog — 7|
Ladung in einem Raumgebiet Gleichung (2.3.1)

Q= /pel(r)dV
V(S)

dielektrische Verschiebung Gleichung (2.3.5)

D(r) =ecoE(r)
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elektrische Flussdichte Gleichung (2.3.5)

D(r) =ceoE(r)
elektrischer Fluss Gleichung (2.3.10)®, = &p = [, D - da
Fluss des elektrischen Feldes Gleichung (2.3.4)®g = [, F - da

Gauss’sches Gesetz fiir eine Punktladung Gleichung (2.3.3)

Eonda= | (Q T)

r 2 .
. —1“sin OdOd
dmeg r|* |7 i

kg

Kugeloberfliche Kugelof)erﬂéche
2
Qr roor .
= — ( . ) sin ©dOdp
R L N

Kugeloberflache
= — sin ©dOdy

4dme 0

Kugeloberfliche
€o

Gauss’sches Gesetz fiir eine Ladungsverteilung Gleichung (2.3.7)

ﬂ D(r) - da(r) = ﬂD(r) -n(r)da(r)
A A
= Qin A

~ [ff sy

V(4)

Differentialform des Gaussschen Gesetzes Gleichung (2.3.9)

div D(r) = pe(r)
Leiter Leiter haben in ihrem Inneren keine statischen elektrischen Felder.

Potentielle Energie einer Probeladung Gleichung (2.5.4)

o qQr
deg 12 1

Epot (12) = Epot (T1) — -dr

T1

Elektrostatisches Potential und Spannung Gleichung (2.5.11)

Q 1 Epor (1)

or) =U ()= g ==
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Potentielle Energie und Potential Gleichung (2.5.14)

lim
q—0 /q

—
<_

lim ¢
q—0

— [ Fdr T — [ Edr T
4 —grad E,y A —grad U

lim /q
q—0

F(r)

Epot ()

lim -q
q—0

Potential einer kontinuierlichen Ladungsverteilung Gleichung (2.5.17)

U(r) = 1 pa(r) .. 1 dq(r)

" dreg lr — 7  Adre lr —

Poisson-Gleichung Gleichung (2.6.4)

AU (’l") _ _pelg(r)

Kapazitat Gleichung (2.7.4)

Q
Uj—Uz‘:CfZsz‘Z%j

ji

Parallelschaltung von Kondensatoren Gleichung (2.7.14)

Reihenschaltung von Kondensatoren Gleichung (2.7.17)

1 _" 1
Cges_-:

lei

Energiedichte des elektrostatischen Feldes Gleichung (2.8.7)

€0E2 E-D
Wl =79~ = 7

Maxwell-Spannung Gleichung (2.8.10) und Gleichung (2.8.12)

_ AF (r)-n
O Mazwell = A\l/%O TV
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o« D-FE
0 Mazwell = V = §0E2 = T

induziertes Dipolmoment Gleichung (2.9.8)

A 2
Ding = <7€) . E =aE
k
Lorentz-Beziehung Gleichung (2.9.24)

1
380

dielektrische Suszeptibilitat Gleichung (2.9.15)

D =ccoE = (1+ x.)eoE

Stetigkeit der Feldkomponenten An der Grenzfliche zweier Dielektrika gilt

o die Komponente der dielektrischen Verschiebung senkrecht zur Grenz-
flache und

o die Komponente des elektrischen Feldes parallel zur Grenzflache

sind stetig.

Stetigkeitsbedingung fiir das Potential

Y1 = P2
o1 Oy
°1 on =2 on
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3. Elektrische Strome

Strome und Magnetfelder beschreiben

o die Funktionsweise von Motoren,

die Funktionsweise von Fernsehrohren,

die Funktionsweise von Beschleunigern,

die Arbeitsweise von Magnetbandern und Festplatten und

die Funktionsweise von Lautsprechern

> E

q

Abb. 3.1.: Krafte auf LADUNGEN in einem Leiter

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes werden LADUNGEN beschleunigt. Die Wech-
selwirkung der LADUNGEN mit dem Medium ergibt eine Begrenzung der DRIFT-
GESCHWINDIGKEIT. Medien fiir den LADUNGSTRANSPORT konnen sein:

o Metalle
o lonische Materialien
o Plasmen

Die LADUNGSTRAGER sind
o Elektronen
o Ionen

o Positronen
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e« Protonen

also alle geladenen Teilchen oder Molekiile.

Der STROM wird als

i

- = (3.0.1)

Flache

die in einer bestimmten Zeit durch eine Fliche A fliessende Ladungsmenge defi-
niert.

Der ELEKTRISCHE STROM [ beschreibt den Fluss von Ladung. Des-
halb fliesst der STROM von ,,+“ nach - “. Der ELEKTRISCHE STROM
I darf nicht mit dem Massenstrom 7 verwechselt werden. Bei positi-
ver Ladung ist die Geschwindigkeit des die Ladung tragenden Mas-
seteilchens parallel zur Stromrichtung. Bei negativer Ladung ist die
Geschwindigkeit des die Ladung tragenden Masseteilchens antipar-
allel zur Stromrichtung.

Man beobachtet, dass I proportional zu U = E/, der angelegten SPANNUNG iiber
der Strecke / ist.

3.1. Die Kontinuitatsgleichung und der Begriff des
Stromes

(Siehe Leisi, Klassische Physik II [Lei98, pp. 64])

“

Der an Gymnasien propagierte physikalische Strom von ,- ¢ nach ,+ “ ist ein Massen-
strom, aber nicht ein Strom von Ladung. Wir beschéftigen uns hier mit Ladungsstrémen und
nicht mit Massenstromen. Die gymnasiale Unterscheidung von von physikalischer und technischer
Stromrichtung ist unsinnig. Die physikalische Stromrichtung ist das gleiche wie die technische
Stromrichtung, also so wie hier definiert.
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vOn vorne ~ seitlich

Abb. 3.2.: Berechnung des Stromes in einem Medium

Wir betrachten LADUNGSTRAGER mit der einheitlichen LADUNG ¢. Die Ladungs-
tragerdichte n; habe die Geschwindigkeit v;.
Der STROM 6/; durch das Fliachenelement da ist

0Q);
60 = —2 3.1.1
Die LADUNGSMENGE ist
0Q; =qn; | v, | -dt-cosa- | da | (3.1.2)
und damit
0l; = qn; | v; | cosa | da |= qn;v; - da (3.1.3)
Der gesamte STROM der LADUNGSTRAGER ¢ ist dann
1
dI (da) = nq — (Z nj'vj) -da (3.1.4)
n 3
J
wobei n = Xn; ist.
Die mittlere Geschwindigkeit der LADUNGSTRAGER ist
1
(v) = ﬁan-vj (3.1.5)
J
Wir definieren das VEKTORFELD der STROMDICHTE
i = ngq (v) (3.1.6)

¢ ist abhdngig vom Ort, da auch n und (v) ortsabhéngig sind.
Der STROM beziiglich da ist dann
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dl (da) =1 -da (3.1.7)

und, integriert,
1(A) :/i-da (3.1.8)
A

Diese Gleichung besagt, dass der STROM gleich dem FLUSS des STROMDICHTE-
FELDES durch eine Flache A ist.

Wird der STROM durch mehrere Arten von LADUNGSTRAGERN gebildet, schreibt
man

k

Beispiel:

Driftgeschwindigkeit in einem Kupferdraht mit 10 mm Durchmesser und I = 100 A
Annahme: 1 Elektron pro Cu - Atom

Anzahl Cu - Atome pro Volumen

_ pN4 8930 kg m™3-6.02 - 10% mol ™"

" Mg 0.0635 kg mol "
=8.47-10® m™® = n, (3.1.10)
Und mit ¢, = ¢
I
(v) CneeA
100 A
8.47-10% m=3 -7 (0.01 m)*- 1.6 1071 C
~1 pm s~ (3.1.11)

Mit v(t) = vg cos(2mvt) und z(t) = [v(t)dt hat man

z(t) = 2%/ sin(27vt) 4 const

Die maximale Strecke erhilt man wenn der Sinus von —1 nach +1 geht.
1 pm s~ !

27-50 Hz 2R

Folgerung: bei v = 50 Hz Wechselstrom zittern die Elektronen einige
6.4 nm weit.
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Abb. 3.3.: Berechnung des Flusses eines Stromdichtefeldes durch ein geschlosse-
nes Gebiet

Wir betrachten eine geschlossene Fliache A, die wir in zwei Teilflachen A’ und A”
aufteilen, so dass auf der Flache A’ die Feldlinie aus der Fliache austreten und auf
der Fliache A” sie eindringen.

Die LADUNGSERHALTUNG fordert:

d
I us Iein = — 5, Winnen 1.12
Wir schreiben die Gleichung mit der STROMDICHTE um
d
. / . mo_ %
jj 1-da — ff i (—da") = o fff padV (3.1.13)
A/ A// V(A)

oder

{[i-da= —;t {[[ per av (3.1.14)
A 1%

Dies ist die Integralform der KONTINUITATSGLEICHUNG.
Mit dem Gaussschen Satz bekommen wir

{[-da= ([ aviav=—{f jtpel dv (3.1.15)

A \%

Die Differentialform der Kontinuitédtsgleichung lautet demnach:

d
div ¢ (x,t) = — Pl (x,t) (3.1.16)

Bei stationdren Stromen hangen ¢ und p.; nicht von der Zeit ab, so dass

divi=0 (3.1.17)

ist.

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 69



Elektrische Strome 70

{[ - da= (3.1.18)

Beispiel:

-
N——————

Abb. 3.4.: Stromfluss in einem Kondensator

Wir betrachten eine quasistationire Anderung am Kondensator

H da_ﬂ da+ﬂ -da =0 (3.1.19)
- —H ‘da und I, = sza folgt

L =1 (3.1.20)

d.h. es scheint, als ob der STROM durch den Kondensator hindurch fliessen wiirde.
Wenn wir die Kontinuitétsgleichung auf A anwenden, bekommen wir

ﬂz’da = I, () = _de®) (3.1.21)
2o dt
oder
dQ (t)
I(t) =——"= 1.22
1 =2 (31.22)

Die Einheit der Stromstarke ist Ampere [I] =

I1A=1Cs! (3.1.23)
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71 3.2 Das Ohmsche Gesetz

3.2. Das Ohmsche Gesetz

Literatur: (Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp- 71]) (Siehe Tipler, Physik
[ , pp- 751])

Versuch 19: Versuch zur Vorlesung:

Strom-Spannungs-Kennlinie (Versuchskarte EM-83, Video (VPN
oder intern))

Allgemein gilt fiir einen Leiter, dass

i(E)=f(E) (3.2.1)
eine beliebige Funktion des angelegten Feldes F ist. Im linearen Fall
i(E)=0cFE (3.2.2)

spricht man von einem OHMSCHEN LEITER.

Versuch 20: Versuch zur Vorlesung:

Ohmscher Leiter (Versuchskarte EM-117, Video (VPN oder intern))

o ist die LEITFAHIGKEIT. Thre Einheit ist

o]=Am? mV'I=AV!im!'=0"1m!

Das Gesetz nach Gleichung (3.2.2) heisst das lokale Ohmsche Gesetz. Fiir ho-
mogene Medien ist o eine Zahl. Fiir inhomogene Medien wie GRAPHIT ist o ein
TENSOR. Indem wir die differentielle Form des Ohmschen Gesetzes integrieren,
erhalten wir

/ida =1= /aEda = /aUda = aéU (3.2.3)
A A A d d

Dabei haben wir angenommen, dass ¢ und ¢ konstant iiber A sind. Das integrale
Ohmsche Gesetz kann auch als

I=G-U (3.2.4)

geschrieben werden. (G ist der LEITWERT. Die Einheit ist

[G] =Siemens =S=AV ' 'm ' m*m*'=AV!

G und o stehen in der Beziehung

: (3.2.5)
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wobei ¢ die Lange des zylinderformigen Leiters und A dessen Querschnitt ist.
Bekannter ist die Form

1
U=—-I=R-1 3.2.6
- (3.2.6)

R = é ist der WIDERSTAND. Seine Einheit ist das Ohm

[Rl=Q=S"'=VA'l=WA"

Die zu R gehorende mikroskopische Grosse ist der SPEZIFISCHE WIDERSTAND

1
p=— (3.2.7)
o
R und p hangen tiber
R = £ (3.2.8)
= pA L.

zusammen. Dabei ist ¢ die Linge des zylinderformigen Leiters und A dessen Quer-
schnitt.
Die Einheit des spezifischen Widerstandes ist

Pl=VmA'=Qm=mS"*
sowie die der Leitfdhigkeit

o] =AV' im'=Sm'=0"'m!

¥
Versuch 21: Versuch zur Vorlesung:
Ohmsches Gesetz (Versuchskarte Applet)

Um einen Zusammenhang zwischen einem mikroskopischen Bild und makroskopi-
schen Grossen zu bekommen betrachten wir die Bewegung von Ionen ((v) = 100 m s™1)
in einer Umgebung von nicht ionisierten Molekiilen

Bahnkurve ohne E

Bahnkurve mitﬁ

Abb. 3.5.: Bahnkurven ohne und mit elektrischem Feld.
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Die Masse eines lons sei M, ihre LADUNG ¢ und die Gesamtzahl im betrachteten
Volumenelement V.
Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet

dp

F =qF = — 3.2.9
B = (3.2.9)
oder
Ap = qEAt (3.2.10)
wobei At die freie Flugzeit ist.
Der mittlere Impuls eines Ions ist
N
Z[ M+ gEAt, (3.2.11)

(v) ist die mittlere DRIFTGESCHWINDIGKEIT, v ) die Geschwindigkeit nach dem
letzten Stoss.

Sind die Geschwindigkeiten v;k) isotrop verteilt, mittelt sich der erste Summand
zu null. Unter dieser Annahme ist

M- (o), = qE( S A ) — 4E - (A1), (3.2.12)

wobei (At), = 7 die mittlere Zeit zwischen den Zusammenstossen ist. Mit ¢ =
ngq (v), bekommen wir

q-(At), qr
= E-Tgp—,E 3.2.13
Wl =" Mo (3:2.13)
Hier ist p = —< ) = 17 die BEWEGLICHKEIT der Ladungstréger mit der Ladung ¢

und der Masse M Die Einheit der Beweglichkeit ist

] =m*V1ts!t=Cs kg™*
Weiter ist

2 2
. (A, q°T
S R iy B T E 2.14
RV "M nan (3:2.14)

Dabei ist n die Dichte der LADUNGSTRAGER.
Somit ist bei einer Mischung verschiedener LADUNGSTRAGER

2
P
k My, k

Von Gleichung (3.2.13) an wurde 7 = (t) gesetzt.
Das Ohmsche Gesetz gilt, wenn 7, n, und g unabhingig vom elektrischen Feld
FE sind.

Beispiel: Metall
Wir nehmen an, dass m. < mgery, ist. Dann sind die Geschwindigkeiten nach dem

Stossen isotrop verteilt. Die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen ist (v.) =
10° m s™! (kinetische Gastheorie | , Kap. 2.2.]). Mit
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1 2
=0 =n,— (3.2.16)
Pexp me
bekommen wir
= ¢ —33.10"5 (3.2.17)
PexpTle€
(mit peyp = 4.3-107% @ m und n, = 2.5- 10 m=3 fir Na-Metall)
Die mittlere freie Weglange ist dann
A= (ve) T = 3.3 nm (3.2.18)

im Widerspruch zum Ionenabstand von 0.1 nm = Loésung: Quantenmechanik

Versuch 22: Versuch zur Vorlesung:
Leitfahigkeit (Versuchskarte EM-172; Video)

Versuch 23: Versuch zur Vorlesung:

Temperaturabhéngigkeit der Leitfdhigkeit (Versuchskarte TH-122,
Video)

Bei einem homogenen Ohmschen Leiter mit einer stationidren Stromverteilung ist
per = 0 im Inneren. Dies folgt aus

1. Ohmsches Gesetz i (z,y,2) = o E (z,y, 2)

2. Kontinuitatsgleichung div ¢ = 0, also div (cE) =0
und damit div E =0

3. das Gausssche Gesetz sagt div E = pﬁ—zl

4. damit folgt die Behauptung, dass p,; = 0.

Aus der Eigenschaft

E = —grad p = —grad U (3.2.19)
erhalten wir im Inneren eines Leiters

div E = —div grad ¢y = —Ap =0 (3.2.20)

Dies bedeutet, dass ¢ im Inneren eines homogenen Ohmschen Leiters das Potential
eines Potentialfeldes ist. Die Losung von

Ap =0 (3.2.21)
ist durch die Randbedingungen
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75 3.2 Das Ohmsche Gesetz

1. U = ¢ = const an den Elektrodenfléchen (bei den Anschliissen nach aussen)
2. 4, = 0 sonst (entlang des Leiters, Drahtoberflache!)

gegeben?.

Mit diesen Gleichungen kann man zum Beispiel den WIDERSTAND eines homoge-
nen Leiters berechnen. Bei inhomogenen Leitern miissen wir das Ohmsche Gesetz
in seiner Differentialform verwenden. Aus der Kontinuitdtsgleichung fiir stationére
Stromverteilungen Gleichung (3.1.17) und dem lokalen Ohmschen Gesetz Glei-
chung (3.2.2) bekommen wir

div ¢ (z,y,2) = div [0 (z,y,2) E(x,y,2)] =0 (3.2.22)

Wir ersetzen nun E und erhalten

div [0 (z,y,2) grad U (z,y,2)] =0 (3.2.23)

Bei einem homogenen Leiter konnte o (x,y, z) vor die Divergenz gezogen werden.

I
—

Abb. 3.6.: Berechnung des Widerstandes bei einem inhomogenen Leiter

Wir verwenden die Definition des Stromes in Gleichung (3.1.8) und wenden Sie
auf die Flache A, beziehungsweise auf den Teil, der den Leiter durchschneidet a,
an.

ﬂ oE - da = ﬂ oE -da =1 (3.2.24)

wobei a die durch A aus dem Leiter herausgeschnittene Flache ist. Die Spannungs-
differenz ist

Uy — U, = /E - ds (3.2.25)

2Im Gegensatz zum Kondensator ist hier E # 0 in einem endlichen Gebiet.
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Wenn nun ¢ (z,y, z) eine Losung von Gleichung (3.2.23) ist, dann ist aufgrund
der Linearitéit dieser Gleichung auch

U2 (l’, Y, Z) = kUl (l’, Y, Z) (3226)

eine Losung. Dabei kann k eine beliebige, auch komplexzahlige Zahl sein. Da E =
—grad U auch eine lineare Gleichung ist, muss also auch

E, = —grad U; = —kgrad U, = kE; (3.2.27)
eine Losung sein. Nach Gleichung (3.2.24) ist dann auch

L= {([oB,-da= ([ okE\ -da=k [[oE da= kI (3.2.28)
Damit haben wir, dass bei einem beliebigen inhomogenen Leiter
U. U
=2 — 21— const = R (3.2.29)
Iy L

ist. Die Proportionalitatskonstante ist der WIDERSTAND R. Um den WIDERSTAND
eines beliebigen Leiters zu berechnen, muss man E (z, y, z) im Inneren kennen. Dies
kann man erreichen, indem man die Laplacegleichung 16st.

Im statischen Falle ist E (z,y, 2z) = 0 im Inneren eines Leiters. Bei
einem stromdurchflossenen Leiter liefert die Batterie die notwendige
Energie, um das elektrische Feld im Inneren des Leiters aufrecht zu
erhalten.

Versuch 24: Versuch zur Vorlesung:
Kombination von Widerstédnden (Versuchskarte Applet)

Aus den Gesetzen dieses Kapitels kénnen die folgenden Berechnungen fiir Ersatz-
widerstande abgeleitet werden:

Reihenschaltung von Widerstainden Wenn zwei Widerstinde in Reihe oder Se-
rie geschaltet werden, fliesst durch beide der gleiche Strom, aber die Span-
nungen teilen sich auf. Wenn wir uns Widerstande als Drahte mit gleichem
Querschnitt A und gleichem spezifischen Widerstand p vorstellen, haben wir
Ry = &4, und Ry = £/,. Die Serieschaltung heisst, dass wir einen Draht der
Lénge { = {y + {5 haben. Damit ist R = 44, + 4y = &L

N
Rserie = R1 + Ry bei N Widerstanden in Serie  Rgerie = Z R; (3.2.30)
i=1

Mit N Leitwerten in Serie:
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77 3.3 Elektromotorische Kraft und Joulsche Warme

1 X1
GSerie B Gz

(3.2.31)

=1

Parallelschaltung von Widerstanden Wenn zwei Widerstande parallel geschaltet
werden, ist die anliegende Spannung bei beiden Widerstanden gleich. Die
Strome addieren sich. Wenn wir uns Widerstande als Drahte mit gleicher
Lange ¢ und gleichem spezifischen Widerstand p vorstellen, haben wir R; =
pKA% und Ry = pEA%. Die Parallelschaltung heisst nun, dass die Flachen
addiert werden. Die Rechnung ist einfacher mit Leitwerten G; = $A; und
Gy = Ay (mit 0 = 1/p). dann wird die Flache addiert A = A; + Ay. Damit
ist G = %Al + %AQ = %A

N
Gparalel = G1+ RG5  bei N Leitwerten in Serie  Gparaliel = Z G; (3.2.32)

i=1
Mit N Widerstanden in Serie:

1 1

-y = (3.2.33)

Rparallel i=1 Rz

3.3. Elektromotorische Kraft und Joulsche Warme

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp- 85]) (Siehe Tipler, Physik [ :
pp. 756])

Ein elektrisches Feld im Inneren eines Leiters bewirkt einen STROM. Wird die-
ses elektrische Feld durch LADUNGEN erzeugt, bewirkt der resultierende STROM
einen Ausgleich dieser LADUNG. Durch Influenz werden die Oberflichenladungen
so umgeschichtet, dass der STROM abnimmt und schliesslich verschwindet.
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Motor

Abb. 3.7.: Ladungstransport in einem mit einem WIDERSTAND R kurzgeschlos-
senen VAN DE GRAAFF-GENERATOR.

Nehmen wir an, dass im stationédren Betrieb eine SPANNUNG U zwischen der Kugel
und dem Fuss des van-de-Graaff-Generators liegen. Das elektrische Feld entlang
des Bandes ist dann, in erster Naherung,

E=U/t (3.3.1)

Die Arbeit, eine Ladungseinheit dQ) gegen dieses elektrische Feld zur Halbkugel zu
bringen, ist?

AWy =dQ -U (3.3.2)
Die Leistung des Motors, der hier als Spannungsquelle wirkt, ist
AWy dQ
Py=—=—U=1- 3.
M o o U U (3.3.3)

Das elektrische Feld leistet im WIDERSTAND auf der anderen Seite in der Zeit dt
die Arbeit

dWg=FE-dQ -/ (3.3.4)
oder, mit Gleichung (3.3.1),
dWg =dQ -U (3.3.5)
Damit ist die Leistung des F-Feldes
dWg  dQ
Pp=——=—"U=1-U=P, 3.
5 7 o U U M (3.3.6)

Die Energie des elektrischen Stromes wird im WIDERSTAND in JOULSCHE WARME
umgesetzt, also ist die Leistung der Warmequelle auch

Py=Py=Py=1U (3.3.7)

3Wir vernachlissigen dabei die Gravitationsarbeit. Frage: Ist dies fiir das Problem wichtig
(prinzipiell und praktisch)?
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Bei einem Ohmschen Leiter erhalten wir

» _U?
P=R -I"=— 3.3.8
= (335)
Wenn wir eine Probeladung ¢y langsam um den Stromkreis herumfiihren, ist die
geleistete Arbeit grosser als null. Diese Arbeit nennen wir ELEKTROMOTORISCHE

KRAFT der Stromquelle. Wir definieren also

1
Upnixe = q/F . ds (3.3.9)
0

Diese elektromotorische Kraft* ist die Arbeit, die beim Herumfiihren einer kleinen
LADUNG ¢y von der Stromquelle geleistet wird. Beim van-de-Graaff-Generator be-
steht diese Arbeit aus zwei Teilen:

e Auf dem Band wird an jedem Punkt die Kraft des elektrostatischen Feldes
durch die Kraft des Motors kompensiert. Auf diesem Zweig ist die Arbeit
null.

e Die Arbeit, die im WIDERSTAND in JOULSCHE WARME umgewandelt wird.

Die elektromotorische Kraft einer Stromquelle ist die Quelle der
Energie (Arbeit), die einen konstanten Stromfluss in einem Strom-
kreis aufrecht erhalt. Neben der elektromotorischen Kraft konnen
auch magnetische Krafte und andere Quellen einen Stromfluss in ei-

nem Leiter aufrecht erhalten.

Versuch 25: Versuch zur Vorlesung:
EMK des Daniell-Elementes (Versuchskarte TH-44, Video)

3.4. RC-Stromkreise

(Siehe Leisi, Klassische Physik IT [L.ci98, pp. 88]) (Siehe Tipler, Physik [TN04,
pp. 761]) (Siehe Tipler, Physik [TM04, pp. 790])

Versuch 26: Versuch zur Vorlesung:
Entladen eines Kondensators (Versuchskarte EM-145, Video)

Ohne ein Verstédndnis von Stromkreisen sind moderne elektronische Schaltungen
nicht verstandlich. Wir betrachten deshalb Schaltungen aus Kondensatoren und
Widerstanden. Zur Erinnerung: die relevanten Gleichungen sind

4Die elektromotorische Kraft ist keine Kraft im Sinne der Mechanik!
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« U=R-1=R-% fir Widerstinde
e Q= [Idt=U-C fir Kondensatoren

Wir betrachten die folgende Schaltung

Ur
e
> R
1
S —

ol

Abb. 3.8.: Aufladen und Entladen eines Kondensators iiber einen WIDERSTAND.

Fiir die Zeit t < 0 soll der Schalter S in der gezeigten Stellung sein. Die SPANNUNG
am Kondensator ist Us = 0. Damit ist auch @ = 0 und I(¢) = 0. Fiir ¢ > 0 wird
der Kondensator C' mit der SPANNUNGSQUELLE U verbunden. Da Spannungen im
quasistationdren Falle sich wie potentielle Energien verhalten, kann man fiir

Ur(t) =U = Uc(t) =1(t)- R
schreiben. Ebenso gilt

¢
I(1)d
Ue(t) = 20 _ron
‘ C C
Zusammen erhalten wir die Differentialgleichung
- Q(t)
t . _— =
Q(t) - R+ - U
oder
: Qi) _U

mit der Anfangsbedingung Us(0) = 0 = Q(0).
Zur Losung dieser Differentialgleichung machen wir den Ansatz

Partikulare Losung () = C' - U
Allgemeine Lésung Q(t) = C - U - e~t/(10)

Die Losung der Differentialgleichung ist

(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)
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Qt) =U-C (1 — et/ (3.4.5)
fir Ue(t) ist also
_ QW) _ (1 _ uirO)
Ue(t) = "4~ =U (1-e ) (3.4.6)
und
Ur(t)=1I(t)- R=Q(t) - R = Ue /(O (3.4.7)

Laden eines Kondensators
10 T T

UC(x)

6 - -
-] Einschalten
4 | |

0 1 1 | —
-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008

Abb. 3.9.: Ladekurven am Kondensator. Die verwendeten Werte sind U = 10 V
und R-C = 0.001 s.

Die Differentialgleichung fiir das Entladen lautet

Q(t)- R+ Qg) =0 (3.4.8)

wobei die Anfangsbedingung nun U (0) = U oder Q(0) = C' - U ist. Die Losung
dieser Differentialgleichung ist

Partikuldre Losung ) =0
Allgemeine Lésung Q(t) = C - U - e~ */(FO)

Damit erhalten wir

Uc(t) = Qét) =U . H/(EO) (3.4.9)
und
Ur(t)=1(t) - R=Q(t)- R = —U - ¢ ¥/ (3.4.10)
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Entladen eines Kondensators

10 T T
UC(x)
5 FAusschalten -
:) O ........
5 | 4
_10 ) 1 1 1
-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008

Abb. 3.10.: Entladekurven am Kondensator. Die verwendeten Werte sind U =
10 Vund R-C = 0.001 s.

Die Grosse 7 = R - C' ist die Zeitkonstante der Schaltung. In der Zeit 7 steigt Ug
beim Einschalten von 0 auf 63 %. Ebenso fillt beim Ausschalten die Spannung in
der Zeit 7 von 100 % auf 37 % ab.

Eine alternative Ableitung dieser Gleichung verwendet eine Leistungsbetrachtung.
Die Leistung der Joulschen Warme im WIDERSTAND und die zeitliche Anderung
der Energie im Kondensator miissen gleich der von der Batterie gelieferten Leistung
sein.

d (Q?
T =R-I24+ — | = 411
U R +dt<20> (3.4.11)
oder
dQ . (dQ\® 1 _ dQ
U'dt—R'<dt> o 9w (3.4.12)
und damit
aQ 1
_p. & 1 4.1
U=R-—2+5-Q (3.4.13)

3.5. Schaltungen und Bauelemente

Wir kennen bis jetzt zwei Typen von BAUELEMENTEN, den WIDERSTAND und
den KONDENSATOR. Beim WIDERSTAND haben wir die Beziehung
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10 mA T T T

8 mA - N

6 mA — b

4 mA - q

2mA - B

2mA - b

-4 mA - N

-6 mA - B

-8 mA - B

-10 mA L L L
-0V AWV ov 5V 10V

Abb. 3.11.: Kennlinie eines 1000Q2-Widerstands.

Abbildung 3.11 zeigt die Kennlinie eines Widerstandes. Neben Widerstdnden und
Kondensatoren gibt es andere passive und aktive Bauelemente. Die Kennlinien
sind meistens nicht linear. Abbildung 3.12 zeigt verschiedene Bauelemente.

C D T L

o=

T

Abb. 3.12.: Symbole fiir einen WIDERSTAND (Zeichen: R), einen Kondensator
(Zeichen: C), eine Diode (Zeichen: D), einen NPN-Transistor (Zei-
chen: T) und eine Lampe (Zeichen: L). Bei der Diode zeigt der Pfeil
von der Anode zur Kathode (mit Querstrich). Beim Transistor heisst
der Anschluss mit Pfeil EMITTER, derjenige links BASIS und der An-

schluss oben KOLLEKTOR. Die Lampe, der WIDERSTAND und der
Kondensator sind symmetrische Objekte.

Diese Bauelemente sind sowohl linear wie nichtlinear. Wenn man die genaue phy-
sikalische Funktionsweise eines Bauelementes nicht kennt, dann helfen Kennlinien,
trotzdem mit dem Bauelement Schaltungen zu berechnen.
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Ampéremeter

4]
U [] @ Voltmeter

||+

Abb. 3.13.: Messung der Kennlinie eines Widerstandes.

Abbildung 3.13 zeigt wie die Messung geht. Die SPANNUNG U wird iiber das Poten-
tiometer Ry, ein gebrauchlicher Name fiir einen veranderbaren WIDERSTAND, an
den zu testenden WIDERSTAND R angeschlossen. Mit einem (idealen) Voltmeter
wird die SPANNUNG Ur am WIDERSTAND R gemessen. Das ideale Ampereme-
ter misst den Strom durch Ir durch den WIDERSTAND R. Diese beiden Grossen
werden denn wie in Abbildung 3.11 aufgezeichnet.

Ampéremeter

+ Voltmeter
= v

Abb. 3.14.: Messschaltung zur Bestimmung der Kennlinie einer Diode vom Typ
1N4148.
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100 mA

T T 100 uA
linke Skala —
rechte Skala —

80 mA

80 UA

40 mA

|
|
|

/ 40 UA
20 mA j 20 uA
0A 0A

-30vV -25v  -20V -15V -10V -05V 0.0V 05V 0V

Abb. 3.15.: Kennlinie einer Diode vom Typ 1N4148 gemessen mit der Schaltung
nach Abbildung 3.14.

Als Beispiel eines nichtlinearen Bauelementes zeigt Abbildung 3.14 die Messschal-
tung und Abbildung 3.15 die Kennlinie der Diode 1N4148. Fiir positive Spannun-
gen U ist die Diode in DURCHLASSRICHTUNG gepolt. Deshalb sind die Strome
bei kleinen Spannungen sehr gross. In der SPERRRICHTUNG Sind die Strome viel
kleiner. Diese konnen an der rechten Skala abgelesen werden.

Versuch 27: Versuch zur Vorlesung:

Dioden-Kennlinie: Halbleiterdiode, Germanium (Versuchskarte EM-
024, Video (VPN oder intern))

3.5.1. Grafische Methode zur Bestimmung von Arbeitspunkten

Versuch 28: Versuch zur Vorlesung:
Potentiometerschaltung (Versuchskarte Applet)
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R2

Voltmeter
- 1

Abb. 3.16.: Spannungsteiler.

Abbildung 3.16 zeigt einen Spannungsteiler bestehend aus den Widerstanden R;
und Ry. Die SPANNUNG an R; und die SPANNUNG an R, sind in Serie. Es muss
gelten

U =Up, + Un, (3.5.1)

Andererseits fliesst der gleiche STROM durch R; und Ry und durch den Ersatzwi-
derstand R = Ry + Rs. Also hat man

U U Ugr Ugr
[ = —_—— pr— 2 = L 352
R R+ Ry Rs R ( )
und daraus

Ry
Up, = —U 3.5.3
2 R+ Ry (3:5:3)

Ry
Up, = ——U 3.5.4
BT R+ Ry (3:54)

Die SPANNUNG an der Batterie U ist vorgegeben. Wenn die SPANNUNG Up, an
R5 steigt, muss die SPANNUNG Upg, an R; um den gleichen Betrag sinken. Wenn
Ugr, = 0 ist, ist Ugr, = U, und umgekehrt. Dies bedeutet, dass

Un, = U — Up, (3.5.5)

ist. Wir konnen also beide Kennlinien in einem Diagramm aufzeichnen.
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URr

2
10 v 8V 6V 4v 2v ov
10 mA

9mA

8 mA

7 mA

6 mA

— 5mA

4 mA

3mA

2mA

1mA

Abb. 3.17.: Gemeinsame Auftragung der Kennlinien zweier in Reihe geschalteter
Widerstande R; = 1 k2 und Ry = 4 k{2 mit einer Batteriespannung
U=10V.

Die beiden Kennlinien in Abbildung 3.17 schneiden sich bei Uz, = 2 V und
Ugr, = 8 V. Nur an diesem Punkt stimmt an beiden Widerstinden die Beziehung
zwischen STROM und SPANNUNG (Ohmsches Gesetz) und gleichzeitig ist die Sum-
mer der Spannungsabfille gleich der Batteriespannung. Setzt man in Gleichung
(3.5.3) und Gleichung (3.5.4) die Werte fiir U, R; und Ry ein, erhdlt man das
gleiche Ergebnis. Das Verfahren zur Bestimmung des Arbeitspunktes ist unabhén-
gig von der Tatsache, dass Widerstande lineare Bauelemente sind. Es funktioniert
auch mit Dioden und jeglichen anderen nichtlinearen Bauelementen.

Um grafisch die Spannungsabfille an zwei in Serie geschalteten Bau-
elementen zu bestimmen, tragt man die Kennlinien einmal mit zu-
nehmender und fiir das andere Bauelement mit abnehmender SPAN-
NUNG iibereinander auf. Der Schnittpunkt ist der gesuchte Arbeits-
punkt. Die Spannungen an den zwei Bauelementen konnen an der
entsprechenden Skala direkt abgelesen werden.
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|+ Voltmeter

Abb. 3.18.: Serieschaltung einer Diode D mit einem WIDERSTAND R.

w
3
>

Abb. 3.19.: Arbeitspunkt einer Diode vom Typ 1N4148 in Serie mit einem WI-
DERSTAND R; = 1 k{2 (Schaltung nach Abbildung 3.18).

Aus der Abbildung 3.19 liest man ab, dass am Arbeitspunkt der Schaltung nach
Abbildung 3.18 die SPANNUNG Up = 0.376 V und an dem WIDERSTAND die
SPANNUNG Up, = 9.624 V abfallt. Durch beide Bauteile fliesst der STROM I =
9.57 mA. Das Verfahren nach Abbildung 3.19 ist universell anwendbar.

3.5.2. Transistoren

Ein Transistor hat drei Anschlisse, den Emitter (E), den Kollektor (C) und die
Basis (B). Im Schaltschema ist der Anschluss mit dem Pfeil der Emitter, derjenige
auf der gleichen Seite ohne Pfeile der Kollektor und derjenige auf der anderen Seite
die Basis.
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1mA 1 mA —= T T
: /' : : : : IB =05 HA —_—
900 UA | 900 UA |-+ lg=1.0pA - - -
800 UA [~ it ] 800 UA l|g=2.0pA —
: lg=2.5 A -—
700UA | 700 uA lg=38.0 A —-
; g = 3.5 PA
600 UA |-if o] 600 UA [l lp=40LA - 4
@ 500 UA [ O BO0WA PHS e
300 UA [ 800 LA [F .
200 UA |- i 200 UA i e R SRS AN .
100uA F /o 100 uA - i
0A ? 0A i
400 mV 600 mV 0V 6V 7V

Uge

Abb. 3.20.: Links: Basis-Emitter-Kennlinie des Transistors BC107, rechts:
Kollektor-Kennlinie des Transistors BC107 mit dem Basisstrom .

Die BASIS-EMITTER-KENNLINIE in Abbildung 3.20 ist die gewohnliche Dioden-
kennlinie. Die rechte Seite von Abbildung 3.20 zeigt das KOLLEKTOR- KENNLINIENFELD
des Transistors. Dieses Kennlinienfeld wird manchmal auch das Ausgangskennli-
nienfeld genannt. Beim Ausgangaskennlinienfeld wird der Basisstrom Iz als Pa-
rameter verwendet. Die Abbildung 3.20 zeigt die Kennlinien bei festgehaltenem
Basuisstrom, wobei die Basisstrome von Ig = 0.5 nA bis Ig = 4 pA in Schritten
von 0.5 pA variieren.

Bei vorgegebener Kollektor-Emitter-Spannung Upsr kann man so den Ausgangs-
strom am Kollektor bestimmen. Analog kann bei vorgegebenem Kollektorstrom die
SPANNUNG zwischen Emitter und Kollektor als Funktion des Basisstroms abgele-
sen werden. Dies ist wichtig, wenn der Transistor als Schalter verwendet werden
soll.

Voltmeter

Abb. 3.21.: Schaltung zur Messung des Ausgangskennlinie des Transistors
BC107 mit einem Kollektorwiderstand von 5k¢2.
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Ur
5V av 3V 2V 1V ov -1V -2V
1mA —— ‘
- Ig=0.5uA —
Ig=1.0 pA
900 uA ; R Ig=1.5pA --.
D G T Ig=2.0pA —
| Ig=25pA -—
800 UA |- Ig=3.0 pA —-
; [ P e e Ig = 3.5 pA
et i N lg=4.0pA -
700 uA [ RBKO —
(R _
600 UA =i S S s
[
—© 500 uA |/ e et s
wl 27
400 UA i/
T S QU S
300 uA flli-
NG
200UA i
100 vA 2
0A
ov 1V 2V 3V av 5V 6V 7V
Uce

Abb. 3.22.: Arbeitskennlinie des Transistors BC107 mit einem Kollektorwider-
stand von 5 k{2 gemessen mit der Schaltung nach Abbildung 3.21.

Die Abbildung 3.21 zeigt die Schaltung eines Transistorverstarkers. Der STROM in
die Basis Ip steuert den STROM im Kollektor I-.Der Kollektorstrom fliesst durch
den WIDERSTAND R. Die Summe der Spannungsabfille an beiden Bauelemen-
ten muss der Batteriespannung U entsprechen. Wir konnen also analog wie bei
der Diode vorgehen (sieche Abbildung 3.19): Wir zeichnen die Kennlinie des Wi-
derstandes wie bei der Diode riickldufig ein. Die Schnittpunkte der Kennlinie des
Widerstandes mit den verschiedenen, basisstromabhingigen Ausgangskennlinien
des Transistors sind die Kurve, die die Storm- oder Spannungsverstarkung angibt.

5V T 1mA
U‘fE —
e —
4V 800 uA
3V 600 UA
w
o o
)
2V 400 uA
1V 200 UA
oV 0A
0A 1uA 2UuA 3UuA 4 uA

Abb. 3.23.: Verstiarkung eines Transistors in der Emitterschaltung (Der Emitter
wird sowohl vom Eingang wie vom Ausgang verwendet.)
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91 3.5 Schaltungen und Bauelemente

Abbildung 3.23 zeigt sowohl die Kolektor-Emitterspannung Ucg(Ip) wie auch den
Kollektorstrom I (Ig). Die Verstarkung ist fiir den Basisstrombereich 0.5 pA <
I'p < 3 pA linear. Die Verstarkungswerte sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Stromverstiarkung % =0.252 mA pA~' =252 pA pA Tt =252 A A!

Spannungsverstarkung [%E =128 VpA™!

Tab. 3.1.: Verstarkungen der Schaltung 3.21.

Wenn das Eingangssignal nicht ein STROM, sondern eine SPANNUNG sein soll, muss
die SPANNUNG mit einem WIDERSTAND in einen STROM umgewandelt werden.

1

Abb. 3.24.: Verstiarkerschaltung mit BC107.

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir die Schaltung nach Abbildung 3.24
besprechen. Wir verwenden die Daten aus Abbildungen 3.22 und 3.23. Der WI-
DERSTAND R ist der Arbeitswiderstand R aus Abbildung 3.21. Wir hatten immer
eine SPANNUNG von 5 V iiber dem Arbeitswiderstand R (oder Ry hier) und dem
Transistor. Wir wollen dies beibehalten und gleichzeitig einen Spannungsabfall von
0.2 V iiber R3 haben. Bei unseren vorherigen Berechnungen war Ry = 5 k(2. Den
Arbeitspunkt setzen wir in etwa in die Mitte des linearen Bereiches, bei Ip = 2 pA
und bei I = 500 pA. Damit ist

U, 0.2V
I+ 1o 500 pA + 2 pA

Die Grosse des Widerstandes Ry finden wir, wenn wir aus Abbildung 3.20 ablesen
Upr(2 pA) =~ 0.5 V. Die SPANNUNG iiber R; ist dann 4.5 V und wir haben

R =398 Q2 ~ 400

4.5V
Ry = —— =2.25 MQ
' nA
Was ist die Funktion von R3? Rj3 stabilisiert die Schaltung gegen Temperaturan-
derungen und setzt gleichzeitig die Verstiarkung fest. Wenn némlich die Eingangs-

spannung U, und damit die Basis-Spannung Up steigt, steigt der Basisstrom /g und
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der Kollektorstrom I und damit die SPANNUNG tiiber Rj3. Dieser Spannungsan-
stieg verringert aber den Anstieg der Basis-Emitter-Spannung, da Ugg = U, — U,
ist. Die Spannungsverstarkung der Schaltung ist

Ry
A= Ry 12
Die Kondensatoren werden so gewéhlt, dass die tiefsten Frequenzen der zu verstér-
kenden Signale noch kaum geschwécht werden. Fiir Signale zwischen 100 Hz und
4 kHz (Telefonbandbreite klassischer Telefone) wiirde man erhalten Cy; > 0.7 pF
und C5 > 320 nF. Der so berechnete Wert fiir C ist falsch: Wir habe verges-
sen, dass auch der WIDERSTAND Basis-Emitter-Diode (grob abgeschétzt aus der
Steigung rgp = 1 mV/2 pA ~ 500 2 wechselspannungsméssig parallel zu R; ist.
Zu rgg ist noch R3 in Serie geschaltet. Die modifizierte Berechnung fiir C; ergibt
dann C; > 2 nF. ] kann ohne Probleme 10 bis 100 mal grosser gewahlt werden.

U Ry Ry Rs Cy Cy A
52V 225 MQ 5kQ 400Q 1pF 330nF 12

Tab. 3.2.: Dimensionierung der Schaltung nach Abbildung 3.24

Weiterfithrende Informationen finden Sie im Skript Physikalische Elektronik
und Messtechnik | ].

3.6. Magnetfeld und Lorentzkraft

“
Versuch 29: Versuch zur Vorlesung:

Kraft zweier stromdurchflossener Leiter (Versuchskarte EM-63, Vi-
deo (VPN oder intern))
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93 3.7 Die magnetische Kraft

Abb. 3.25.: STROM in zwei parallelen Leitern. Die Leiter haben die Lénge ¢ und
sind im Abstand r. Sie sind von den Stréomen I; und /s durchflossen.

Wenn in zwei parallelen Stromkreisen Strome fliessen, so gibt es eine Kraft zwischen
den beiden Leitern. 0 L1
Fyy = const - ———=2 (3.6.1)
r

Die beobachtete Kraft hat die in der Gleichung (3.6.1) angegebene Form. Sie wird
grosser, wenn langere Leiterstiicke parallel sind. Sie nimmt ab, wenn der Abstand
zunimmt. Sie hdngt vom Produkt der beiden Stréme ab und ist anzichend, wenn
die beiden Strome in die gleiche Richtung fliessen.

Die Kraft I, ist nicht eine elektrostatische Kraft, da eine geerde-
te Metallplatte die Kraft, anders als bei der Coulomb-Kraft, nicht
abschirmt.

Die Kraft Fj; wirkt auf bewegte LADUNGEN!

Die Kraft F); wirkt auch auf Elektronenstrahlen.

Versuch 30: Versuch zur Vorlesung:
Lorentzkraft auf stromdurchflossenen Leiter (Versuchskarte Applet)

3.7. Die magnetische Kraft

(Siehe Tipler, Physik [TMO4, pp. 812]) (Siehe Leisi, Klassische Physik IT [I.ci98,

pp. 91])
Um die Magnetische Kraft zu berechnen gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Wir zeigen, dass elektrostatische Gesetze auch in bewegten BEZUGSSYSTE-
MEN gelten.

2. Wir berechnen mit den Gesetzen der RELATIVITATSTHEORIE die magneti-
sche Kraft.
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3.7.1. Ladungsinvarianz bewegter Bezugssysteme

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp- 91])
A Integrationsflache
Leiter
H,
He

Abb. 3.26.: Metallischer Gastank mit Ausstromoffnung.

Mit zwei Gedankenexperimenten soll geklart werden, ob die LADUNG von der
Geschwindigkeit abhangt. Zuerst schliessen wir eine grosse Menge H>-Gas in den
metallischen Tank ein, entladen ihn, und lassen das Gas ausstromen. Die LADUNG
des leeren Tanks ist unmessbar klein. Daraus schliesst man:

4Elektron = —4Proton (371)

mit einer Genauigkeit von |qgiektron| /IN = 10~ 2q51cktron-

Dies folgt aus dem Gaussschen Gesetz Gleichung (2.3.3)

[ B+ da= 0% aldsml = = INQUH:) +d (3.7.2)
A

wobei ¢ eine eventuell vor dem Ausstréomen vorhandene LADUNG, Q(H») die LA-
DUNG eines Wasserstoffmolekiils und N die Anzahl der eingeschlossenen Wasser-
stoffmolekiile ist. a ist die Ungenauigkeit der Ladungsmessung. Aus der Tatsache,
dass der Metallbehélter nach dem Ausstromen im Rahmen der Messgenauigkeit
ungeladen ist, folgt, dass das Hy-Molekiil ungeladen ist.

Der Versuch wird mit He-Gas wiederholt. Das Resultat ist das gleiche. Nun be-
wegen sich aber die zwei Protonen im He-Atom mit sehr grosser Geschwindigkeit.
Das bedeutet, dass die LADUNG DES PROTONS unabhéngig von der Geschwindig-
keit ist. Die LADUNG muss insbesondere in jedem INERTIALSYSTEM gleich sein.
Wir betrachten zwei Inertialsysteme S und S’

H E-da= f E -dd (3.7.3)

A(t) A'(t)

Die Inertialsysteme bewegen sich gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit!
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95 3.7 Die magnetische Kraft

Diese Gleichung driickt die RELATIVISTISCHE LADUNGSINVARIANZ aus. Die LA-
DUNGSINVARIANZ ist nicht gleich der LADUNGSERHALTUNG. So ist zum Beispiel
die Energie erhalten, zwischen zwei Inertialsystemen aber nicht invariant (mgc? #

m(v)c?).

3.7.2. Relativistische Berechnung
(Siehe Leisi, Klassische Physik 1T | , Pp. 94])

Inertialsystem S
|

—_— Inertialsystem §’ »
Y2__eeeeecccccccccccccccccce ”egasv Y ©00000000000000000000000 ”egac,"
©000000000000000000000000 o> ©000000000HYO000000000000 o>
A 2,
raz raz

E=0 l v E l :

y y

q q

Abb. 3.27.: Berechnung der magnetischen Kraft. Links: im Bezugssystem S und
rechts:im Bezugssystem S’, in dem ¢ in Ruhe ist. Beachte: wir wissen
zwar nicht, wie gross der STROM I gemessen im Bezugssystem S im
Bezugssystem S’ ist. Die LADUNG ist jedoch invariant.

Den STROM I modellieren wir mit zwei Ketten aus Ladungstragern, je eine positiv
und negativ geladen. Ihre Linienladungsdichten A sollen so sein, dass die beiden
Ketten neutral sind. Im Ruhesystem S* der positiven LADUNGEN ist

Q
Ao = — 3.7.4
o= (3.7.4)
Im Inertialsystem S ist wegen der Ladungsinvarianz
Q
A= — 3.7.5
2 (375)
Wegen der Langenkontraktion gilt
L 2
L=2—Ly1-2 (3.7.6)
7o c
Zusammengenommen erhalten wir
A
Ao = — (3.7.7)
70

Die gleiche Beziehung kann fiir die negativen LADUNGEN abgeleitet werden. Das
heisst, wenn in S die Linienladungsdichten der positiven und negativen LADUNGEN
gleich sind, dann auch in den jeweiligen Ruhesystemen. In den Ruhesystemen ist
die Linienladungsdichte geringer als in bewegten Bezugssystemen. Da die beiden
bewegten Ladungsketten die gleiche Linienladungsdichte im System S haben, ist
E =0.
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Im Ruhesystem S, in dem das Teilchen mit der LADUNG ¢ in Ruhe ist, sieht die Si-
tuation anders aus. Die Geschwindigkeit der positiven und der negativen Ladungs-
ketten ist unterschiedlich. deshalb sind sie zusammen nicht mehr elektrisch neutral.
Auf die LADUNG ¢ wirkt eine elektrostatische Kraft. Da die Relativgeschwindig-
keit der positiven LADUNGEN zu ¢ kleiner ist als die der negativen LADUNGEN,
liegen in S’ die positiven LADUNGEN weniger dicht als die negativen®. Die beiden
Ladungsketten sind insgesamt negativ geladen. Deshalb wird ¢ angezogen, wenn
q > 0 ist. Das E’-Feld in die z’-Richtung erzeugt in S’ die Kraft

Fl=q-F (3.7.8)

Das E-Feld hangt vom Bezugssystem ab, ist also nicht relativistisch
invariant!

Das elektrische Feld einer Linienladung im Abstand r ist

B(r)= -2

2meg - T

(3.7.9)

Um das elektrische Feld E" berechnen wir die Geschwindigkeiten v/, und v’ in S’

’ vV — g

U+ = 1— v;)o
v = 1”:1)1,’11 (3.7.10)
c2
Mit den iiblichen Abkiirzungen
B = % (3.7.11)
N
VA
bekommen wir
B =B
B = 1= 5006 (3.7.12)
/3/ /8 + BO
- L+ 5of
Al

Mit 7/, = y(v/,) und 4" = y(v") und mit Ay = X', /7, erhalten wir aus A\g = 7—’\0 =4

i
(ZE{+7_}
A
X+ = vﬁr— (3.7.13)
Yo
Noo= 7’,1
Y0

6In S sind die Ladungsdichten der positiven und negativen LADUNGEN gleich.
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97 3.7 Die magnetische Kraft

Die Netto-Linienladung in S’ ist dann

A

Weiter erhalten wir

1 1
A = — 3.7.15
_ 1 B 1
- () - ()
_ 1 —Bof _ 1+ Bof
Ja=8)(1-5) -8 (1-p)
_ —2003
V=83 (1-p5)
= —2608%7Y
Also ist
, —2vy
N = =2X\BByy = 2 (3.7.16)

Betrachten wir am Ort der LADUNG ¢ das von der Linienladung A hervorgerufene
Feld E!. Fir positives A’ zeigt dieses in die —z’-Richtung. Also ist das elektrische
Feld
A/
E = - 3.7.17
" 2meqT ( )
2 vpvy(v) 1
r

2mepC?

Die Kraft im Ruhesystem S’ des Teilchens ist also

29\ 1
Fl=q-FE = M . (3.7.18)

" 2megC? r

Wir verwenden die Lorentztransformation der Impulse p; und der Energie &

Py = Da (3.7.19)
¢

i = 0 (n-0%)

plz = Dz

¢ = (v)(€=v-py)

Der VIERERVEKTOR (px, Pys Dz, C%) transformiert sich wie der Vierervektor (z, vy, z, ct).
Die Kraft transformiert sich also wie

dp’ dp:
Fl=—"2= = F, 3.7.20
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Der STROM in S ist

I =2\ (3.7.21)

Damit bekommen wir

q-v-1 1
F.(r)y=——— - 3.7.22
-(7) 2meg -2 T ( )

Multipliziert man Gleichung (3.7.22) mit der Dichte der Ladungstriger n (Einheit
[n] = 1/m), so erhdlt man die zu I, proportionale Kraft pro Lange §(r).

~mneqrv-I 1 Iy 1

=n-F.(r)= g .= 3.7.23
§r) =n-E(r) 2reg- 2 r 2meg-c v ( )
Aus §(r) bekommt man die Kraft auf ein Leiterstiick der Lénge ¢
Aqg-v-1 1 L-T-0 1
P I, I 0) = 0 §5(r) =n-0-F(r) = oD L Bl g0

2meq - 2 r  2meg-c2 1

Die magnetische Kraft F), im Laborsystem S ist die relativistisch
transformierte elektrostatische Kraft auf die LADUNG ¢ in deren Ru-
hesystem S’. Die magnetische Kraft kann als relativistische Effekt der
elektrostatischen Kraft in einem bewegten Bezugssystem verstanden
werden.

3.7.3. Magnetisches Feld

In der Gleichung (3.7.24) konnen wir die Terme so sortieren, dass ein Leiter als Ur-
sache eines Feldes und der Rest als Wirkung dasteht, analog wie beim elektrischen
Feld.

Ihy-1-¢ 1 1 201 I,
F(r I, Iy, 0) = .:< >
(r 2 ¢) 2meg - 2 r e - 2 r
o 26][2 I
== = 1) = ugH 01 7.2
M 2 s (05) = moH () (U1 (3.7.29

Wir haben den Vorfaktor zur PERMEABILITAT DES VAKUUMS zusammengefasst
mit
[to]) = N A2 (3.7.26)

1

Der Zahlenwert der Permeabilitat des Vakuums ist im SI-SYSTEM zur Definition
des Amperes vorgegeben
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99 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

po = 4m-1077 N A2 (3.7.27)
Die Funktion
H(r) = - H(r)] = A m™ (3.7.28)
T) = 27‘(‘7’ T = m .

ist das MAGNETISCHE FELD. Es hat fiir den Magnetismus die gleiche Funktion wie
das ELEKTRISCHE FELD.

3.8. Eigenschaften des magnetischen Feldes

3.8.1. Eigenschaften der magnetischen Induktion B
(Siehe Leisi, Klassische Physik IT | , pp- 98])

Versuch 31: Versuch zur Vorlesung:
Fadenstrahlrohr (Versuchskarte EM-11, Video)

Um nicht immer die LORENTZ-TRANSFORMATION ausrechnen zu missen, fithren
wir die MAGNETISCHE INDUKTION, auch die MAGNETISCHE FLUSSDICHTE oder
B ecin. Ein magnetisches Feld lenkt Elektronen ab. Wie wir schon frither gesehen
haben, ist eine Bewegung der Ladungstrager fiir die magnetische Kraft notwendig.
Wird das Magnetfeld der HELMHOLTZSPULEN so gedreht, dass es parallel zur
Bewegungsrichtung der ELEKTRONEN liegt, verschwindet die Magnetkraft. Das
folgende Kraftgesetz

F,=q-vxB (3.8.1)

beschreibt die magnetischen Kréfte auf Elektronen. Die Kraft F'j, heisst LORENTZ-
KRAFT.

Durch den Vergleich von Gleichung (3.8.1) und Gleichung (3.7.22) kann man fiir die
magnetische Induktion oder magnetische Flussdichte einer linienférmigen Strom-
verteilung schreiben

1 1
B(r)=——=: - 3.8.2
(r) 2megc? T ( )
Die INDUKTIONSKONSTANTE
_ (3.8.3)
Mo = £oc? -0.
ermoglicht es Gleichung (3.8.2) kompakter zu schreiben
po 1
B(r)=—- - 3.8.4
()= to. ! (384
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Laborsystem S

\4

Ly

<

Abb. 3.28.: Lage der magnetischen Induktion zum STROM und zur Geschwin-
digkeit der LADUNG.

Die magnetische Induktion B bildet eine Rechtsschraube um den
STROM [ (Daumen in Stromrichtung, Finger zeigen in die Richtung
der magnetischen Induktion).

Versuch 32: Versuch zur Vorlesung:
Magnetische Feldlinien (Versuchskarte EM-50, Video)

Versuch 33: Versuch zur Vorlesung:

Magnetische Feldlinien (Versuchskarte EM-50, Video (VPN oder in-
tern))

Die magnetische Induktion eines geraden, unendlich ausgedehnten
Stromes bildet Feldlinien, die kreisformig in einer Ebene senkrecht
zum STROM liegen. Der Mittelpunkt der kreistérmigen Feldlinien ist
der Strom.

Die Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Leitern kann neu berechnet werden.
Mit
FL = (2 Vg X Bl(’l") (385)

wobei ¢» eine LADUNG im Leiter 2 ist, und mit ns der Ladungstréagerdichte im
Leiter 2, ¢ die betrachtete Lange, Ay der Querschnitt des Leiters und (ve) = |va,
bekommt man
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Fy=qo - (vg) - By(r) -ng - £+ Ay (3.8.6)

Der STROM im Leiter 2 ist nun aber

IQ = <'U2> Q2 Ny - AQ (387)

Damit ist

Fy =1 Bi(r) - ¢ (3.8.8)

Wenn wir Gleichung (3.8.4) einsetzen, bekommen wir

Mo 20 - [1 . IQ
Fy="——""—"7"" 3.8.9
M 4 r ( )
Diese Gleichung wird zur Definition der Einheit der magnetischen Induktion im

SI-SYSTEM verwendet.

M 107" N A2 (3.8.10)

4

Die Einheit der magnetischen Induktion ist

[B]=Tesla=T=NsC'm'=NA"'"m!'=Vsm? (3.8.11)

Manchmal wird die MAGNETISCHE INDUKTION auch als MAGNETISCHE FLUSS-
DICHTE bezeichnet.

Die magnetische Induktion wurde so definiert, dass in Gleichung (3.8.9) alle Fakto-
ren bis auf den STROM I und die Lange ¢ durch B(r) symbolisiert werden. Diese
Wahl ist willkiirlich. Wir hatten genau so gut ein Feld durch

H(r) = — (3.8.12)

definieren konnen. H heisst MAGNETISCHES FELD oder MAGNETISCHE FELD-
STARKE. Das magnetische Feld hat die Einheit

[H]=Am™*

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 101



Elektrische Strome 102

Das magnetische Feld H ist unabhangig von der Materie die den
betrachteten Raum erfillt. Die magnetische Induktion B hiangt vom
den Raum fiillenden Material ab.

elektrisches Feld E < dielektrische Verschiebung D = egyF/
magnetisches Feld H < magnetische Induktion B = ppugH

o Die gesamte Kraft einer bewegten LADUNG ¢ in einer beliebigen Ladungs-
und Stromverteilung ist

F=gq-E+q-vxB (3.8.13)

Dies ist das KRAFTGESETZ DER ELEKTRODYNAMIK

« Das magnetische Feld ist kein fundamentales Feld, sondern eine relativisti-
sche Korrektur zu dem elektrostatischen Feld.

3.8.2. Das Biot-Savart-Gesetz

Die Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter in einem beliebigen Magnetfeld
kann mit dem empirisch gefundenen GESETZ VON BIOT-SAVART berechnet wer-
den.
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103 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Abb. 3.29.: Berechnung der Kraft auf ein Leiterelement.

Der Betrag des Vektors dF', der senkrecht auf d€ und senkrecht auf dB steht, ist

dF =q-(v)-sing-B-n-dl-A (3.8.14)

wobei n die Dichte der Ladungstrager und ¢ der Winkel zwischen B und d¥¢ ist.
Mit der Stromdichte ¢ = n - (v) - ¢ erhalten wir

dFF =i-A-dl-sing-B=1-dl-sin¢-B (3.8.15)

Die vektorielle Schreibweise der BIOT-SAVART-KRAFT ist demnach

dF =1-d¢x B (3.8.16)

Das GESETZ VON BIOT-SAVART ist nur in seiner integralen Form nach Gleichung
(3.8.54) physikalisch sinnvoll anwendbar.

3.8.2.1. Kraft auf eine beliebig geformte geschlossene Leiterschlaufe in
einem homogenen Magnetfeld

1. Die Kraft fiir eine beliebig geformte geschlossene Leiterschleife s in einem
homogenen Magnetfeld ist

F:de:deﬁxB:[.(?{dexB) (3.8.17)

Das Linienintegral im homogenen B-Feld kann wie folgt berechnet werden:
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Ansicht von der Seite Ansicht von oben
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Abb. 3.30.: Krafte auf eine Leiterschlaufe im homogenen B-Feld

Vom Linienelement d€ aus Gleichung (3.8.17) tragt nur die Komponente d€
senkrecht zu B zum Integral bei (wegen dem Kreuzprodukt in der Glei-
chung). Abbildung 3.30 zeigt auf der rechten Seite die Leiterschlaufe proji-
ziert auf die Ebene senkrecht zu B.

Also kann Gleichung (3.8.17) umgeschrieben werden:
F:%dF:[]{deL « B (3.8.18)

d€, iber s summiert oder integriert ergibt null, da damit eine geschlossene
Kurve beschrieben wird, bei der anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen,
also durch einen Vektor der Lange Null verbunden sind.

dF steht immer senkrecht auf d€, (wieder wegen dem Kreuzprodukt). Die
Lénge von dF ist um den konstanten Faktor [ - |B| gegeniiber d€, gedndert.
Damit beschreibt dF' einen geometrisch dhnlichen geschlossenen Weg, um
7/2 gedreht und gedehnt. Damit ist fir eine geschlossene Leiterschlaufe im
homogenen magnetischen Feld

F= ]{dF —0. (3.8.19)

. Das Drehmoment auf eine Leiterschlaufe in einem homogenen Magnetfeld

kann durch summieren der Kraftanteile auf die vier Segmente berechnet wer-
den.

Link zur Vorlesung:(Elektromotor)

104
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Versuch 34: Versuch zur Vorlesung:

Lorentz-Kraft, Leiterschaukel (Versuchskarte EM-046, Video
(VPN oder intern))

- copo dF;
B / ocopo 4 1ﬂ
- ocopo r
T ecopo O e “ e
,,,,,,,,,,,,, °
b Achse — Ty | 73
T
a =
/ vdF,
<—FF2 |B=-F
Seitenansicht Ansicht von vorne  Berechnung der Krafte Krafteaufteilung

Abb. 3.31.: Drehmoment auf eine Leiterschleife im homogenen Magnetfeld

Wir betrachten dazu die rechteckige Leiterschlaufe aus Abbildung 3.31. Be-
ziglich 0 ist die Situation symmetrisch. Die in der Zeichnung vertikalen
Leiterelemente liefern kollineare sich aufhebende Kréifte. Die horizontalen
Segmente ergeben das infinitesimale Drehmoment

dT = (r1+73) x dFy + (r1 +74) X dF, (3.8.20)
+<'I”2+’T’3)XdF2+(T‘2+T’4)XdF2
= 2'T1XdF1+2"I"2XdF2

In Gleichung (3.8.20) enthalt das Differential die Beitrége der oberen linken
Seite plus die Beitrage der oberen rechten Seite plus die Beitrage der un-
teren linken Seite plus die Beitrédge der unteren rechten Seite. Das gesamte
DREHMOMENT bekommt man, indem man iiber die halbe Seite a integriert.

a/2 a/2

T = /dT:/(2-'r1 x dF) +2 -1y x dFy) (3.8.21)
0 0
o iF o iF
:/2-r1><—1d3+/2-r2>< 2 ds
J ds / ds

Wenn F'; die Kraft auf die ganze obere Seite ist (und F's entsprechend fiir
die untere Seite), ist
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a/2 a/2

dF dF F
0/2-7“1><d81ds:2-r1>< /d—;ds=2-r1x71:r1x1a (3.8.22)
Damit ist
T=r1XFi+1ryxFy=2-r1 xF, (3823)

Das Drehmoment T liegt in der Ebene der Leiterschlaufe. Wenn ¢ der Winkel
zwischen der Normalen auf die Ebene der Leiterschlaufe und B ist, gilt mit
Fr=a-1-B:

b
T:2§Sin¢-F1:a~b~I~sin¢-B (3.8.24)

Wir definieren das MAGNETISCHE MOMENT m so, dass es senkrecht auf die
Ebene der Leiterschlaufe steht und dass |m| = Fliche - Strom = a - b - I ist.
Damit ist

T=mxB (3.8.25)

Die Einheit des magnetischen Momentes ist

[m] = A m?

Das Drehmoment auf eine Leiterschlaufe im homogenen Magnetfeld wird in
DREHSPULINSTRUMENTEN, in MOTOREN oder bei der Sichtbarmachung von
Magnetfeldern mit Eisenfeilspidnen verwendet.

Bei einer beliebigen Leiterschlaufe kann das magnetische Moment berechnet
werden, indem diese aus Einzelteilen zusammengesetzt wird.

Abb. 3.32.: Links ist ein infinitesimales magnetisches Moment aufgezeichnet.

Rechts daneben ein quadratisches infinitesimales Moment. Da alle
vom gleichen STROM [ umrundet werden, und im gleichen Drehsinn,
kann eine endliche Fliche aus den infinitesimalen Flachen zusam-
mengesetzt werden. Daraus folgt die Vorschrift zur Berechnung von
m.

106
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107 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Die Strome im Inneren heben sich dabei jeweils auf (Siehe auch Abbildung
3.32). Aus der differentiellen Gleichung

dm = I da (3.8.26)

erhilt man deshalb

m = H Ida=1 H da (3.8.27)
A(s) A(s)

3. Die potentielle Energie F,, einer um den Winkel ¢ gegeniiber dem Magnet-
feld verdrehten stromdurchflossenen Leiterschlaufe wird berechnet, indem
man von ¢ = 0 ausgeht und die Schlaufe langsam zum Winkel ¢ dreht. Die
Arbeit, um von ¢ nach ¢’ + d¢’ zu drehen ist

b
AdE,o = 2~Flsin¢’-§-d<;5’ =a-b-1-B-sing’ -d¢ (3.8.28)

Damit erhalten wir

E

p

¢

ot(P) :a-b-]-B-/sinng’-dng’: —a-b-1-B-(cosp—1) (3.8.29)
0

Wenn wir E,.(¢ = 7/2) = 0 wihlen haben wir

Ept = —m - B (3.8.30)

Ein weiteres Beispiel einer Kraftwirkung auf LADUNGEN ist das BARLOWSCHE
RAD.

Versuch 35: Versuch zur Vorlesung:
Barlowsches Rad (Versuchskarte EM-004, Video)

Versuch 36: Versuch zur Vorlesung:
Barlowsches Rad (Versuchskarte EM-004, Video (VPN oder intern))

3.8.3. Das Ampeéresche Durchflutungsgesetz

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 104))
Beim unendlich ausgedehnten geraden Leiter war das durch einen STROM [ er-
zeugte Magnetfeld durch kreisformige Magnetfeldlinien mit der Starke B = £21

2rr
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charakterisiert, wobei das B-Feld tangential zu den Kreisen liegt. Das Linieninte-
gral entlang der Feldlinien, also entlang des Kreises S, ergibt

I
%B Lds = 1% ]f "dp = ol (3.8.31)
) 2 S

Dieses Linienintegral ist unabhéngig von r. Die Behauptung ist, das die obige Glei-
chung, ein einfacher Fall des Ampeéreschen Durchflutungsgesetzes, allgemeingiiltig
ist.

Amperesches Durchflutungsgesetz

§B-ds = H i da (3.8.32)
E A(s)
Die Grosse
m= ([ i-da (3.8.33)
A(s)

ist das allgemeine MAGNETISCHE MOMENT der Stromverteilung ¢ im Gebiet A(s).
Der Beweis des Ampereschen Durchflutungsgesetzes geht in mehreren Schritten:

Eine beliebige Kurve s’ um einen geraden Leiter

ds' ist die Projektion des Wegldngenelementes ds auf der Kurve s auf die
in der xy-Ebene liegende Projektion der Kurve s’. Weiter ist B - ds’ =
B cos(a)ds’” mit o dem Winkel zwichen B und ds’. Es ist

B-ds=B-ds' = B(r)-cosads' = B(r) -r-d¢
da B(r) keine Komponente in die z-Richtung hat. Es ist
B-ds=""1.4¢
2m

und damit

I?ﬂ'
fﬂds:&/d(ﬁ:%f
/ 27r0
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109 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Eine beliebige Kurve s”, die den Leiter nicht umschliesst Es ist

A

B A ]
fB.dSZ/B.dH/B.ds_“O /d %/
s A B

B

I
=£- <¢B—¢A>+*<¢A—¢B>—o

Das bedeutet, dass Strome durch Leiter, die nicht vom Integrationsweg s”
umschlossen werden, keinen Beitrag zum Integral geben.

Eine beliebige Kurve s um eine beliebige Stromverteilung Wir betrachten
viele Strome I, die von der Integrationskurve s umschlossen werden. Wegen
der Linearitdat des Problems gilt

§Bds = o> Iy
b k

wobei diejenigen Strome, die mit dem Umlaufsinn von s eine Rechtsschraube
bilden, positiv zu zahlen sind.

Eine kontinuierliche Stromverteilung Hier wird die Summe durch ein Integral

ersetzt:
%B ds-uoffz da

A(s)

3.8.3.1. Zylindrischer Leiter mit homogenem Strom

Ein zylindrischer Leiter mit dem Radius R soll homogen vom STROM [ durch-
flossen werden. Die Stromdichte ¢ und der STROM [ stehen dann betragsméssig
wie

I=i (7TR2) beziehungsweise I(r) =i (7rr2) firr <R

in Beziehung. Aus Symmetriegriinden sind die Magnetfeldlinien konzentrische Krei-
se um den Leiter. Wir betrachten einen zum STROM konzentrischen Integrations-
weg s. Ausserhalb des Leiters (r > R) haben wir

%B( ~ds =2nr - B(r Moff’i da = g jf i-da=pg-1
3 A(s) 7R2(Querschnitt)

und daraus

pol
B(r)=—

(r) 2mr
Innerhalb des Leiters (r < R) gilt

I 2
Z{B(T)-ds:Zm"-B(r):;LOIL‘J;Ei-da:uO-i-WTQZ/Lo-W'WTz:ﬂOI;Q
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und damit
pol T
T g  —

o R2

B-Feld senkrecht zu einem Linienstrom
25 T T T

pfren HE

aussen

5 10 15 20

Abb. 3.33.: Tangentiales Magnetfeld eines ausgedehnten, unendlich langen Lini-
enstromes.

Mit dem Stokeschen Satz (Gleichung (C.11.1)) kann man die Integralform des
Ampereschen Gesetzes umschreiben

ng-ds:ff rot B-da = [[ i-da (3.8.34)
5 i) i)

Da diese Gleichungen fiir alle Integrationsflichen A(S) gelten miissen, muss auch
die differentielle Form des Ampereschen Gesetzes gelten

rot B = pgt (3.8.35)

Beispiel: homogene Stromverteilung in einem unendlich ausgedehnten Leiter
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A A

00000000 0]

® ® ® ® ® ® ® ® B

vyvyvyy

00000000 0]

Abb. 3.34.: Magnetfeld einer homogenen Stromverteilung in einer diinnen Plat-
te. Links: die Geometrie zur Berechnung, Mitte: das Magnetfeld eines
homogenen Stromflusses und Rechts: das Magnetfeld zweier antipar-
allel von STROM durchflossener Platten.

Wir definieren eine lineare Stromdichte

. I(Ay)
j= lim Ay

([1] = A m™!). In unserem Falle hingt j und % tiber
i(z,y,2) =3 (y,2)d(x)

zusammen. Das Stromfeld konnen wir uns als Parallelschaltung vieler linearer Lei-
ter vorstellen. Aus dem Superpositionsprinzip folgt, dass in der z-Richtung

B.=0 (3.8.36)

Das resultierende Feld dieser Superposition muss in der zy-Ebene liegen. Auf den
beiden Seiten senkrecht zur Platte finden sich immer zwei Stromfaden, die die
z-Komponente kompensieren. Wenn wir spéater das Amperesche Gesetz auf diese
beiden Seiten anwenden, gibt es keine Komponente von B parallel zur Seite: dieser
Teil des Linienintegrals ist null.

Wir betrachten weiter die Komponenten B, (x) und By(x) des Feldes B im Abstand
x von der Platte. Wir werden zwei Symmetrieoperationen an:

o Wir drehen die Platte um 7 um die z-Achse. Die neue Situation (Strome) ist
identisch mit der Ursprungssituation. Deshalb muss

und damit

sein.

o Wir drehen die Platte um 7 um die y-Achse und drehen gleichzeitig die
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Flussrichtung des Stromes um 3 — —j. Die Situation am Ende ist ununter-
scheidbar von der am Anfang. Also gilt auch

B,(—x) = By(x) und B,(—z) = —By(x)

Mit den beiden Symmetrieiiberlegungen folgt:

Ba(z) =0 (3.8.37)

Um B, zu bestimmen, nehmen wir an, dass unser Integrationspfad S’ symmetrisch
beztiglich der Platte ist. Das Ampeéresche Gesetz sagt

j(B.ds:sz(x)~b+2-0=uoﬂi-dazuo/jdyzuo-j-b
s A(s)

Das Resultat ist unabhangig von x und homogen im Raum. Die Magnetfeldlinien
sind parallel zur Platte und links und rechts antiparallel (siche Abbildung 3.34,
Mitte).

B, =" (3.8.38)

Bei zwei antiparallel von STROM durchflossenen Platten ist das Magnetfeld auf
den Raum zwischen den Platten beschrankt.

B =y (3.8.39)

Die beiden Gleichungen sind einheitenmaéssig korrekt, da [j] = {ﬂ = A m!ist.

Anwendungsbeispiele: Streifenleiter, Koaxialkabel, Modell fiir eine Spule

3.8.4. Quellenfreiheit

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 111])

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass das Magnetfeld QUELLENFREI ist.
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113 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

Abb. 3.35.: Integrationsfliche zur Analyse der Quellenfreiheit des Magnetfeldes

Da tiberall auf der Integrationsfliche A gilt: B - da = 0, ist

f B-da =0 (3.8.40)
A

Wir verallgemeinern das Resultat, indem wir einen Zylinder mit beliebiger Grund-
und Deckfliche nehmen. Auf der Grund und Deckfliche gilt das vorherige Argu-

ment, so dass
[‘IB'da: [ B-da

Mantel

ist.

Abb. 3.36.: Integration tiber die Mantelfléche.
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An der Mantelfliche gilt mit da = h - ds (Hohe des Segmentes h)

B - da = B(r) cos <a+ Z) h-ds = —B(r)sin(a)h-ds

= —B(r)-dr-h= —B(T)-Z;d&h: —B(r)-'(¢) - do - h
und damit
27 or
~polh 7)o polh B
Marlt‘el Brda= o 0/ r(®) dp= - ~In (r(¢)) o= 0

Damit gilt auch fiir allgemeine Zylinderflichen

f B -da =0 (3.8.41)
A
Mit diesem Resultat zeigt man, dass dieses Integral fiir beliebige Flédchen um einen
Leiter null ist. Schliesslich zeigt man, dass das Resultat auch fiir beliebige Strom-
verteilungen gilt. Mit dem Gaussschen Satz (Gleichung (C.9.1)) zeigt man

Quellenfreiheit des Magnetfeldes

0= || B-da= [[| divBav (3.8.42)
A

V(A)

oder in differentieller Form

div B =0 (3.8.43)

Die Quellenfreiheit des statischen magnetischen Feldes bedeutet, dass es keine MA-
GNETISCHEN LADUNGEN gibt und dass die Feldlinien geschlossen sind. Feldlinien
die ins Unendliche reichen miissen im gegeniiberliegenden Oktanten zuriickkehren
und sind so auch geschlossen.

3.8.5. Das B-Feld einer beliebigen Stromverteilung: das
Vektorpotential A

Die Ausfithrungen hier folgen H. J. Leisi, Klassische Physik | , p- 114]. Fur
eine detailliertere Behandlung kann L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Klassische
Feldtheorie, | , p. 121], J. D. Jackson, Classical elecrodynamics, | ] oder
B. Thidé, Electromagnetic Field Theory, | , D- 35] gelesen werden.

Versuch 37: Versuch zur Vorlesung:
Magnetfelder von Leitern (Versuchskarte EM-050, Video)
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Versuch 38: Versuch zur Vorlesung:

Magnetfelder von Leitern (Versuchskarte EM-050, Video (VPN oder
intern))

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage losen: wie konstruiere ich eine magneti-
sche Induktion B moglichst bequem? Das Rezept stammt aus der Elektrizitétsleh-
re (Siehe Abschnitt 2.5). Dort wurde gezeigt, dass aus einem beliebigen Potential
U(r) durch

E(r) = —grad U(r)
eindeutig ein elektrisches Feld E(r) konstruiert werden kann, das dem Gesetz der
Elektrostatik

rot E(r) =0

geniigt. Grundlage war die Vektoridentitéat

rot (grad (r)) =0

die fur beliebige zahlenwertige Funktionen (r) gilt (siche Gleichung (C.8.29)). Es
gibt unter den Rechenregeln fiir Vektorableitungen (siche Abschnitt C.8.4) eine
weiter Identitat mit dem Nullvektor, ndmlich Gleichung (C.8.30).

div (rot F(r)) =0 VE(r)

fir Vektorfunktionen §(r). Jedes Magnetfeld muss das AMPERESCHE GESETZ
rot B = pgt und die Quellenfreiheit div B = 0 erfiillen. Analog zur Poisson-
gleichung Gleichung (2.6.4) soll auch fiir das Magnetfeld eine Potentialgleichung
gelten. Wir miissen also nach Gleichung (C.8.30) ein beliebiges Vektorfeld A wah-
len und die magnetische Induktion B gleich der Rotation von A setzten: dann ist
die Divergenzfreiheit von B gewéhrleistet. Mit dem VEKTORPOTENTIAL A

B (z,y,z) = rot A(z,y, z2) (3.8.44)

werden beide Gleichungen erfiillt. Wegen der Vektoridentitat

div (rot A)=0 (3.8.45)

ist die Quellenfreiheit bei beliebiger Wahl von A garantiert. Mit der zweiten Vekto-
ridentitdt rot (rot A) = grad (div A) — AA bekommen wir aus dem Ampere-
schen Gesetz

AA — grad (div A) = —ppt (3.8.46)
Die Einheit des Vektorpotentials ist
[A]=Vsm'=NA"

Das VEKTORPOTENTIAL A kann immer so gewéhlt werden, dass div A = 0 gilt.
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Das VEKTORPOTENTIAL ist nicht eindeutig bestimmt. Nehmen wir an, dass ein
VEKTORPOTENTIAL mit div A = f # 0 existiert. Dann existiert auch ein VEK-
TORFELD

V = grad ¢ (3.8.47a)

mit
divV =f (3.8.47b)
rot V=0 (3.8.47¢)

mit einer eindeutigen Losung, denn die obigen Gleichungen sind formal aquivalent
zur ELEKTROSTATIK. Wir definieren ein neues VEKTORPOTENTIAL

A=A-V
Wegen Gleichung (3.8.47¢) gilt dann

rot A =rot A— rot V =rot A

Dies bedeutet, dass das neue VEKTORPOTENTIAL das gleiche B-Feld erzeugt wie
das urspriingliche. Die Physik beschrieben durch A und durch A’ ist ununter-
scheidbar. Das bedeutet, wir haben eine Freiheit, A zu verdndern, so dass Reh-
nungen effizienter werden, aber ohne dass sich ddas Physikproblem &ndert. Wegen
Gleichung (3.8.47¢) gilt auch

divA =divA—-divV=f—-f=0

Zu jedem VEKTORPOTENTIAL A kann ein VEKTORPOTENTIAL A’
gefunden werden, so dass div A" = 0 ist.

Diese Eichung heisst COULOMBEICHUNG.

Das zu einer realen physikalischen Situation gehérende VEKTOR-
POTENTIAL A ist nicht eindeutig bestimmt. Die Wahl eines der zur
gleichen Losung von B gehorenden Potentiale nennt man EICHUNG.

In der RELATIVITATSTHEORIE und in der QUANTENMECHANIK
rechnet man bevorzugt mit dem VEKTORPOTENTIAL.

Da div A = f eine beliebige zahlenwertige Funktion sein kann, kann diese zum
Beispiel auch die zeitliche Ableitung des elektrischen Potentials sein, also auch
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117 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

div A=—— -~ (3.8.48)

sein. Diese LORENTZEICHUNG ist relativistisch invariant und wird deshalb gerne
in der RELATIVITATSTHEORIE und der QUANTENFELDTHEORIE verwendet.

Aus der Gleichung (3.8.46) fir das VEKTORPOTENTIAL einer Stromverteilung in
der COULOMBEICHUNG (Gleichung (3.8.47¢))

kann man die Umkehrfunktion berechnen und erhélt, analog zur Elektrostatik,

_ ’L; Hj |: Q/,dv’ (3.8.50)

Aus der Beziehung rot A = B (Siehe Landau und Lifschitz, Klassische Feldtheorie
[ , pp. 121]) bekommen wir

B(r) = ot 1 [[f ML av Mot [[f ML s

Nun bezieht sich die Rotation nur auf r, nicht aber auf »’. Deshalb kann sie unter
das Integral gezogen werden.

fﬂ( ] )dV’ (3.8.52)

Nun gilt fiir die Rotation eines Produktes (Siehe Bronstein, Taschenbuch der Ma-
thematik [ , Pp. 468])

rot (fF)= frot F+ (grad f) x F

Dabei ist f = f(r eine beliebige zahlenwertige Funktion und F = F'(r) eine
beliebige vektorwertige Funktion. Wir identifizieren in Gleichung (3.8.52)
fund i(r’) — F.

Weiter ist der Vektor ¢(r’) beztiglich der Rotation eine Konstante, da er nur von
r’ und nicht von r abhéngt. Weiter darf die Ableitung irgend eines Punktes nicht
davon abhéngen dass das Koordinatensystem um einen konstanten Vektor verscho-
ben wurde. Wir rechnen deshalb die Ableitungen in der Rotation, beziehungsweise
im Gradienten, nicht beziiglich r sondern beziiglich des verschobenen Koordina-
tensystems p = r — r’ aus. Es ergibt sich dann die Kette von Umwandlungen

r) = %“T im <grad |r_1r| x z'(r')> v’
- % im <grad R i(r’)) v’
=I5 ) i) av ||
_ %Hf leljpdv') (3.8.53)

|r—r’|
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Die letzte Zeile ergibt sich, da fiir die Zwecke der Integration r eine Konstante ist.
Auch hier muss das Resultat der Integration unabhéngig davon sein, dass wir das
Koordinatensystem verschoben oder das Vorzeichen gedndert haben. Deshalb darf
man (') = i(r — ') = i(p) setzen.

Wir betrachten nun einen infinitesimal diinnen STROM dI €p,api(T') = tprane =
I de. Der Vektor ep,qn; ist ein Einheitsvektor entlang des Drahtes. Da 2 p,.qx; Tiberall
null ist ausser auf dem eindimensionalen Draht, wird aus dem Volumenintegral ein
eindimensionales Integral. Wieder ist es fir die Integration egal, ob wir 2p,.n: von
r’ oder von p abhingen lassen.

1 dl
B(r) = % 74 L (3.8.54)
Leiter

Diese Gleichung ist bekannt als das GESETZ VON BI1OT-SAVART. Biot-Savart fand
das Gesetz empirisch, LAPLACE fand die mathematisch korrekte Form. Mit dem
gesetz von Biot-Saavrt kann man das Feld einer beliebigen Leiteranordnung be-
rechnen.

Auch wenn sie physikalisch keine Bedeutung hat, kann es sinnvoll sein in Zwi-
schenschritten die differentielle Formulierung zu verwenden,

ol de€ x p

dB =
4 P>

(3.8.55)

Achtung: nur die integrale Form hat eine physikalische Bedeutung!

Beispiel:

Wir hatten in Abbildung 3.34 gesehen, dass ein homogener STROM in die +z-
Richtung homogene magnetische Induktionen links und rechts erzeugt. Die Ma-
gnetfelder haben die Form

—By, wenn z < 0;

B, (z,y,2) = { Bo,  wemn x> 0. (3.8.56)

Fir x = 0 ist B, nicht definiert.
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119 3.8 Eigenschaften des magnetischen Feldes

10

-10 ' :
-10 -5 0 5 10

Abb. 3.37.: Darstellung von B in einer (z = const)-Ebene. Die STROM-Ebene
liegt bei x = 0.

Das zu Gleichung (3.8.56) gehorige VEKTORPOTENTIAL ist

A (z,y,2) =0
Ay ('CE7 y7 Z) = O
| Boz, firxz<0;
A (2,y,2) = { —Bozx, fir x> 0. (3.8.57)
Wieder ist A fur z = 0 nicht definiert. Aus B = rot A bekommt man
0A 0A
B, = = =0
oy 0z
B - 0A, B 0A, | =By, furz <0
Y9z ox 1 By, firz>0.
0A 0A
B,=——2__" =0 3.8.58
ox oy ( )
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Abb. 3.38.: z-Komponente des Vektorpotentials einer unendlichen Stromdichte
in z-Richtung in der (z = 0)-Ebene.

Beispiel:
Das VEKTORPOTENTIAL

1 [ @
Afr) = B0 | e

2 (2 +y?)
T\ o

ergibt das magnetische Feld fiir einen in der z-Richtung laufenden STROM [

v

1 (T
H(r)=o_| =%
0

In Zylinderkoordinaten (r, 0, z) gehort zum Magnetfeld

I 0
H(r,0,z)= — |1
2 | ¢
0
das VEKTORPOTENTIAL
(-
A(r,0,z) = o [
2w 0
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121 3.9 Hall-Effekt

3.9. Hall-Effekt

Literatur: (Siehe Tipler, Physik [TV, pp. 831]) (Siehe Leisi, Klassische Physik
IT [1ei98, pp. 126])

o
Versuch 39: Versuch zur Vorlesung:
Halleffekt (Versuchskarte EM-023, Video)

Versuch 40: Versuch zur Vorlesung:
Halleffekt (Versuchskarte EM-023, Video (VPN oder intern))

®§®®$®®®®®$
P &
D DDDDDOD SNd © h

Abb. 3.39.: HALL-EFFEKT

Wenn Elektronen mit der Geschwindigkeit v durch ein Metall in einem Magnetfeld
mit der magnetischen Induktion B fliessen (in einer Geometrie wie im obigen Bild),
werden sie von der Lorentzkraft

F,=—--c-vxB

nach unten abgelenkt. Man kann sich dies klar machen, indem man annimmt, der
gesamte Metallstreifen werde mit der Geschwindigkeit v nach rechts bewegt. Da
der Leiter eine begrenzte Ausdehnung hat, laden sich die Grenzflichen auf. Das
elektrische Feld bewirkt eine Kraft F'r = eFE nach oben auf die Elektronen. Im
Gleichgewicht gilt F';, + Fg = 0, oder

—e-v-B=—eFE (3.9.1)

Eine Einheitsladung, die langsam von A nach B herumgefiihrt wird, erfahrt vom
elektrischen Feld eine Arbeit h- E, so dass diese elektromotorische Kraft als SPAN-
NUNG am Voltmeter abgelesen werden kann. Durch Kombination mit der Glei-
chung (3.9.1) bekommt man fir die HALLSPANNUNG
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UHall =h-v-B (392)

Die Hallspannung fiir ein einzelnes Teilchen ist unabhingig vom Material. Bei
vielen Ladungstragern muss die Geschwindigkeit v durch die Driftgeschwindigkeit
(v) der Ladungstrager ersetzt werden. (v) ist materialabhdngig. STROM [ und
Driftgeschwindigkeit (v) héngen tiber

I=qg-n-h-b-(v)

zusammen. b ist hier die Dicke des Leiters und n die Ladungstragerdichte.
Die HALLSPANNUNG héngt dann wie

I-B
qg-b-n

Ut = (3.9.3)

von STROM und SPANNUNG ab. Fiir Elektronen (¢ = —e) erhalten wir dann

I-B
e-b-n

UHall = -

Bemerkung: Die Hallspannung kann zur Bestimmung der Ladungstragerkonzen-
tration verwendet werden.

3.10. Die Lorentztransformation der Felder E und B

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 128])

Wir betrachten die Situation im Bild zum Halleffekt (Siehe Abschnitt 3.39), nun
aber vom Ruhesystem der Platte aus. Hier haben die Elektronen keine Geschwin-
digkeit: es gibt keine LORENTZKRAFT.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
o1
<
o

BO® © © © .,y
E@ © © o Y
© 0 O O
+ + + + + +  + Vo

Abb. 3.40.: Bewegte magnetische Induktion und elektrische Felder.

Die obige Abbildung zeigt homogene magnetische Induktionen und elektrische Fel-
der. Sie werden erzeugt, indem zwei parallele Platten positiv beziehungsweise ne-
gativ geladen sind. Wenn die Platten mit der Geschwindigkeit v, bewegt werden
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123 3.10 Die Lorentz-Transformation der Felder E und B

ergibt sich auch eine magnetische Induktion.

Das elektrische Feld beider Platten im Bezugssystem S ist

B =2 (3.10.1)
€0
wenn o die Ladungsdichte in diesem Bezugssystem ist. Die magnetische Induktion
ist

Vo O

By=po-j=po-0-v9g= (3.10.2)

80'62

Die entsprechenden Felder im Bezugssystem S’ missen nun berechnet werden.
Auch in 9’ sind die Platten homogen geladen. Also haben wir

E. =— (3.10.3)
€0
und
e 3.10.4
x £o - CQ ( . . )
Wir brauchen die Transformationsgesetze fiir ¢’ und vq
o Vg — VU
W=7 o (3.10.5)
Og — —
70
0_/
og = -
Yo

2
Yo

~1/2
wenn og das Ruhesystem der LADUNGEN und vy = (1 — Cg) ist. Wir bekom-
men

(3.10.6)

und damit
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1_ 2 /.2
d = o Uo/¢ (3.10.7)
1_(U0v}110> /02
1—v3/c2 (1 — %%
()
\/(1—””0) — (vg — v)?/c?
\/1— 08 /02( —””0)
\/1—2””0 + 2 UO —vg/c? —v?/c + 2uvy/ 2
1/1—110/02( —“’0)
= 0
\/1—1)8/1)2-\/1—2)2/02
_ 0'70'<1_v-2vo>
1
Mit
o Vg — U
berechnet man
V-9
vyro' = o 70~(1— =2 >U6
V- Vo — U
- %.(l_ c? )1—0;30
= o7 (vg — ) (3.10.8)
Damit ist
/ .
B2 ("_‘”’ ;’0) — o (E. —v- By) (3.10.9)
€0 o EpC
und
vh - o’ o o-v v
B =t ( 0—): (Bm—EZ) 3.10.10
T Eo - 2 Y0 6002 5062 Y0 2 ( )

Damit sind die transversalen Felder B! und E. in S’ Linearkombinationen der

Felder B, und E, in S.

Die Transformationseigenschaften von B, und F, erhalt man, indem man die obige
Anordnung um 7 /2 um die y-Achse dreht. Dann gehen

E., — E,
B, —» —B,

(3.10.11)

(3.10.12)

124
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125 3.10 Die Lorentz-Transformation der Felder E und B

iiber. Die Transformationsgleichungen sind dann
E, = v(E:+v-B) (3.10.13)

v
(3.10.14)

+ >
z £
+ HRY . Z
L Vv
+ > I\A‘QGOOO@Q@QQ © 00|00
" S i s | By
" N y ,
R
> y
o It to 2R3 Y
-+ o

Abb. 3.41.: Skizze zur Transformation eines longitudinale E-Feldes (links) und
des B-Feldes (rechts).

Die Transformation des longitudinalen E-Feldes ergibt sich aus der Erkenntnis,
dass transversal zur Geschwindigkeit keine Langenkontraktion auftritt und dass
das elektrische Feld eines Plattenkondensators’ nicht vom Plattenabstand abhingt.
Also ist

B, = 2 (3.10.15)
€0
OJ

E = =

Y £

c = o

Dann ist auch
E; =L, (3.10.16)

Die Transformationseigenschaften der magnetischen Induktion kénnen mit der in
der obigen Abbildung rechts angedeuteten Spule berechnet werden. Die magneti-
sche Induktion in der Spule ist

I-N
L

wobei N die Anzahl Windungen und L die Lénge der Spule ist. Wir machen dabei
die Annahme, dass die Spule sehr lang im Vergleich zum Durchmesser sei. Mit

I =Q ist

(3.10.17)

By:,U’O

“oder jeder anderen Anordnung von zwei parallelen, homogenen Flichenladungen
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N dQ
Ho T dt
Die Anzahl Windungen N und die LADUNG sind relativistisch invariant. Das trans-
formierte Feld ist dann

B, = (3.10.18)

N dQ
Mit der Langenkontraktion L' = L und der Zeitdilatation dt’ = dt/~ folgt, dass
sich die relativistischen Effekte kompensieren und damit

B, =B, (3.10.20)

ist.

Bei einer Bewegung in die y-Richtung mit v = (0,v,,0) (v =
1/\/1 —=wv?/c?) werden die elektrischen und magnetische Induktion

wie

E, = (vy) (Ey + vy B.) (3.10.21)
Efl/ =k,

E. = vy(v) (E. — vy, B,)

B, = (v, (&—ZQ’&)

B, = B,

Uy
B = (v (B + E.)

transformiert.

Im Vakuum gilt B = poH = EO% Die Lorentztransformation fiir elektrische und

magnetische Felder ist dann

1
E. = ~(v,) <E“L+ngoH> (3.10.22)
E = B,
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127 3.11 Lorentztransformation fiir allgemeine Felder und Geschwindigkeiten

Setzen wir noch D = ¢¢FE erhalten wir

D;‘ - 7(1}111) <D1 + ?:U : Hz) (31023)

3.11. Lorentztransformation fiir allgemeine Felder
und Geschwindigkeiten

Die oben genannten Transformationen in den Gleichungen (3.10.21) kénnen fiir
beliebige Richtungen verallgemeinert werden | |. Dabei miissen die Feld-
komponenten von E und B senkrecht zur Geschwindigkeit v und parallel dazu
getrennt betrachtet werden.

Die Parallel- und die Senkrechtkomponente bekommen wir mit

E -
E = ( ”) v (3.11.1a)
v-v
E.
E, = E-E, :E—< ”>v (3.11.1D)
v-v
B -
B, = ( ”) v (3.11.1c)
v-v
B,=B-B =B- (B'”>v (3.11.1d)
v-v

Die Transformationsgleichungen mit den Feldkomponenten nach Gleichungen (3.11.1)
sind dann
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E/H = E” (3.11.2&)
E =~(E,+vxB)) (3.11.2b)
B =B (3.11.2¢)
I I
1
B’L:’y(BthCQv XEJ_) (3.11.2d)

Wenn wir die transformierten Felder aus den Gleichungen (3.11.2) wieder zusam-
mensetzen erhalten wir

E'=E|+FE, =E|+~(E,+vxB)) (3.11.3a)
|
B' =B+ B, =B +7(B.+ ;vxE.) (3.11.3h)

Nun setzen wir die Senkrecht- und Parallelkomponenten aus den Gleichungen
(3.11.1) wieder ein und erhalten aus den Gleichungen (3.11.3)

B (2 2)oin ((B-(E2)0) +ox (B-(22)0)) @ira
B - (f;’) v+ ((B - (f:) v> b <E _ (f:) v)) (3.11.4D)

Die Gleichungen (3.11.4) konnen noch kompakter geschrieben wer-
den

E'=vy(vx B+ E)+ ((1 —U’y.)f-’v)v (3.11.5a)
B =~ (B Y ;E> + <(1 _UV.)f | ”) v (3.11.5b)

Mit den Gleichungen (3.11.5) kénnen nun die Lorentztransformationen fiir beliebig
ausgerichtete Felder und Geschwindigkeiten berechnet werden.

3.12. Zusammenfassung: Strome

Makroskopischer Strom Gleichung (3.0.1)

AQ
=3

Flache
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Mittlere Geschwindigkeit der Ladungstrager Gleichung (3.1.5)
1
(v) =~ n;-v;
J

Stromdichte VEKTORFELD Gleichung (3.1.6)

i = ng (v)
Gesamtstrom Gleichung (3.1.8)
[(F)= / i - da
F
Strom bei mehreren Ladungstragern Gleichung (3.1.9)

i= g (Vi)

Kontinuitatsgleichung Integralform Gleichung (3.1.15)

0
/i-da:/div idvz/apeldv
A v 1%
Differenzialform Gleichung (3.1.16)
div i (x,t) = 9 (x,t)
9 - 8tp€l )

Ohmsches Gesetz lokal Gleichung (3.2.2)
i(E)=0cFE

integral Gleichung (3.2.4)
I=G-U

Stromdichte und Relaxationszeit Gleichung (3.2.14)
7 (t) ’

. q
(] n n M

Leitfahigkeit und Relaxationszeit Gleichung (3.2.15)

Potential und Leitfahigkeit Gleichung (3.2.23)

div [0 (2,y,2) grad U (z,y,z)] =0
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Serienschaltung von Widerstanden Gleichung (3.2.30)
N
Rserie = Z R;
i=1

Serienschaltung von Leitwerten Gleichung (3.2.31)

1 &1
GSerie B

i=1 i

Parallelschaltung von Widerstanden Gleichung (3.2.33)

1 N

—_

Rparallel i=1 Rz

Parallelschaltung von Leitwerten Gleichung (3.2.32)
N
Gjparallel = Z G;
i=1

Leistung und Strom Gleichung (3.3.8)

U2
P=R-I*="—
R

Magnetische Kraft zweier paralleler Leiter Gleichung (3.6.1)

-1 - Iy
T

Fy; = const -

Magnetische Kraft auf eine sich parallel zu einem Strom bewegende Ladung
Gleichung (3.7.22)

q-v-I 1
Fir)=—— " .=
(r) 2meg -2
Lorentz-Kraft Gleichung (3.8.1)
FL =qv X B

Induktionskonstante Gleichung (3.8.3)

Magnetfeld eines geraden Leiters mit dem Strom / Gleichung (3.8.4)

_Ho L

2

B(r)
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Kraftgesetz der Elektrodynamik Gleichung (3.8.13)

F=q-E+q-vxB

Biot-Savart-Kraft Gleichung (3.8.16)

dFF =1-d¢x B

Ampéresches Durchflutungsgesetz, Integralform Gleichung (3.8.32)
fB-ds:uoﬂz'-da
S A(S)

Magnetisches Moment Gleichung (3.8.33)

m = fj 1-da
A(s)

Ampéresches Durchflutungsgesetz, differentielle Form Gleichung (3.8.35)

rot B = pt

Quellenfreiheit von B, Integralform Gleichung (3.8.42)
0= ([ B-da= [[[ divBav
A V(A)

Quellenfreiheit von B, differentielle Form Gleichung (3.8.43)

div B=0

Ampeéresches Durchflutungsgesetz und Quellenfreiheit(Vektorpotential)
Gleichung (3.8.49)
AA (l’, Y, Z) = _MO’L (.CC, Y, Z)

Berechnung des Vektorpotentials Gleichung (3.8.50)

o { (T> /
A = — av
() 4 ffj |r — 7|
Integralform des Gesetzes von Biot-Savart Gleichung (3.8.54)

lLLoI dé x P
Bir) == f =3
Leiter

Hall-Spannung Gleichung (3.9.3)

Uban =
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Lorentztransformation der Felder Gleichung (3.10.21)

EC/C = 'V(Uy) (B + Uy - B.)

E, = E,
E, = y(v)(E; — v, By)
B, = ~(v,) (Bx—ngz>
B, = B,

B, = ~ (Bz + U;/Ex>
c
Lorentztransformation der Felder Gleichung (3.10.22)

1
E::c - V(Uy) (Ea: + @ z)

2 ey .
E; =k,
1
B = (E - ”yHm>
z rY(Uy) 02 £o
Ha,c =(vy) (Hy — vyeo )
Hz// =H,

H; = 'Y(Uy) (H. + UyEOE:c)

Lorentztransformation fiir beliebige Geschwindigkeiten Gleichung (3.11.5)

E'zy(va+E)+<(1_7)E.QJ>'v
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4. Elektrodynamik: zeitlich
veranderliche Magnetfelder und
magnetische Induktionen

Das allgemeine Kraftgesetz fiir statische Felder lautet

F=qg-vxB+q-FE (4.0.1)

Bei zeitlich sich éndernden Feldern kommen neue Effekte hinzu, der VERSCHIE-
BUNGSSTROM und die INDUKTION.

4.1. Das Faradaysche Induktionsgesetz

4.1.1. Eine bewegte Leiterschleife in einem stationaren B-Feld

0.0.0.0.0 .0 0 P

(oo I o I o I o I O O B 0 B O]
g O 00000 0P
C oo ORONORONION O

Abb. 4.1.: Induktion eines Stromes in einer in einer inhomogenen magnetischen
Induktion bewegten Leiterschlaufe.

Wir bewegen eine Leiterschlaufe mit der Geschwindigkeit v aus dem begrenzten
Gebiet mit einer homogenen magnetischen Induktion heraus. Auf die beweglichen
Ladungstréiger, hier positiv angenommen, wirkt die Lorentzkraft F';. Auf den hori-
zontalen Teilen der Leiterschlaufe kennen wir den Effekt: eine Hallspannung (Siehe
Abschnitt 3.39) auf. Im vertikalen Teil im Magnetfeld bewirkt die Hallspannung ei-
ne Beschleunigung der Ladungstrager. Nach der Definition der elektromotorischen
Kraft (Siehe Gleichung (3.3.9)) haben wir
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Py
1 1 1 1
Upmk = *j{F'dS = —9¢Fp-ds= 7/FL‘dS =— (g -v-B):b=wv-B-b (4.1.1)
qo0 do qo do
Py
Hat die Drahtschlaufe den WIDERSTAND R, so fliesst der STROM

Upmk
I =
R

(4.1.2)

Versuch 41: Versuch zur Vorlesung:
Induktion (Versuchskarte EM-025)

¥
Versuch 42: Versuch zur Vorlesung:
Induktion im Erdfeld (Versuchskarte EM-027, Video)

Versuch 43: Versuch zur Vorlesung:

Induktion im Erdfeld (Versuchskarte EM-027, Video (VPN oder in-
tern))

4.1.2. Der magnetische Fluss

Literatur: (Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp- 138]) (Siehe Tipler, Phy-
sik | , pp. 876])

Im Zusammenhang mit den elektrischen Feldern E hatten wir den elektrischen
Fluss ¢ (Siehe Abschnitt 2.3) eingefiihrt. Hier bewegen wir die Leiterschlaufe mit
der Geschwindigkeit v, wir &ndern damit die von der MAGNETISCHEN INDUKTION (
auch MAGNETISCHE FLUSSDICHTE genannt) durchflossene Fliche A um die Grosse
da = —dl - b. Da die Geschwindigkeit v = d¢/dt ist, konnen wir auch schreiben

dl da B -da

schreiben. Wir definieren den
magnetischen Fluss
bp = H B da (4.1.4)
A(S)

durch die von der geschlossenen Kurve S berandete Fliache A.

Damit ist die induzierte EMK
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d d
UEMK = —EZB = _% J:[ B -da (415)

A(S)
Sie wird durch den zeitlich sich &ndernden Fluss erzeugt.

Die Einheit des magnetischen Flusses ist WEBER.

[¢p] = Weber = Wb = T m? (4.1.6)

Das Minuszeichen in den Gleichungen fiir den magnetischen Fluss rithrt daher, dass
eine Geschwindigkeit in die positive z-Richtung eine Verkleinerung der Flache A
bewirkt.

Die durch den STROM erzeugte magnetische Flussdichte oder magnetische Indukti-
on B ist so gerichtet, dass die Bewegung der Spule gebremst wird. Dieses Verhalten
wird in der LENZSCHEN REGEL zusammengefasst:

Die Induktionsspannung und der STROM, den sie bewirkt, sind stets
so gerichtet, dass sie der Ursache entgegenwirken.

]l

Abb. 4.2.: Vergleich eines Stabmagneten mit einer Spule. Der magnetische Nord-
pol ist tblicherweise rot, der Stidpol griin markiert.

Eine SPULE erzeugt ein axiales Magnetfeld oder eine magnetisce Induktion. Die
Richtung des Magnetfeldes (oder der magnetischen Induktion) wird mit der RECH-
TEN HAND-REGEL aus der Stromrichtung abgeleitet. Ein Stabmagnet erzeugt ein
gleiches Magnetfeld (oder magnetische Induktion) wie eine Spule.

Die Nord- und Siidpole der Magnete sind so definiert: Die B-
Feldlinien laufen vom Nordpol zum Siidpol. Der Nordpol ist rot mar-
kiert, der Stidpol griin.
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Bind

Abb. 4.3.: Induzierte SPANNUNG

Bewegt man einen Metallring mit der Geschwindigkeit v von einem Stabmagneten
weg, so bewirkt die LORENTZKRAFT einen STROM [, der eine magnetische Induk-
tion (magnetische Flussdichte) Bj,q induziert. Diese magnetische Induktion ist so
gerichtet, dass sie gleichsinnig wie die magnetische Induktion des Stabes ist. Der
Metallring wird also vom Stabmagneten angezogen und in seiner Bewegung nach
rechts gebremst (LENZSCHE REGEL).

B zunehmend B abnehmend

<_
|y zunehmend |, abnehmend

Abb. 4.4.: Vorzeichen der magnetischen Induktion und der induzierten SPAN-
NUNG beim Ein- und Ausschalten.

Hier wird eine magnetische Induktion (magnetische Flussdichte) eingeschaltet. Die
Richtung der Feldlinien wird durch die RECHTE-HAND-REGEL bestimmt. Eine
zeitlich zunehmende magnetische Induktion in der rechten Spule ist dquivalent
zu einer Bewegung der rechten Spule im inhomogenen Feld (links intensiver als
rechts) nach links. Dabei zeigt die relevante Feldkomponente nach aussen. Aus der
RECHTEN HAND-REGEL ergibt sich die angegebene Stromrichtung. Nach dem
Ausschalten des erregenden Stromes nimmt die Intensitiat der magnetischen In-
duktion ab. Dies ist dquivalent zu einer Bewegung der rechten Spule nach rechts,
bei gleichbleibender Richtung der magnetischen Induktion. Entsprechend dreht
sich die Richtung des Stromes um.
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137 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Rq

Abb. 4.5.: SELBSTINDUKTION

Wenn eine Spule von einem STROM durchflossen ist, wird dadurch eine magneti-
sche Induktion (oder Magnetfeld) erzeugt. Wenn nun der STROM durch die Spule
gedndert wird, wird eine SPANNUNG induziert, die wie im vorigen Falle so gerich-
tet ist, dass sie der Anderung der magnetischen Induktion (oder des Magnetfeldes)
entgegenwirkt, so also auch der Anderung des durch die Spule fliessenden Stromes.
Im besonderen Falle, dass der STROM abgeschaltet wird, dass also der WIDER-
STAND im Stromkreis um viele Grossenordnungen steigt, bildet sich eine sehr hohe
SPANNUNG.

Anwendungen

e Ziindspule bei Benzinmotoren
o Erzeugung der Beschleunigungsspannung in Fernsehrohren

o Teslatransformator, siehe auch

Versuch 44: Versuch zur Vorlesung:

Tesla-Transformator (Versuchskarte EM-064, Video (VPN
oder intern))

4.1.3. Induktionsgesetz von Faraday, Integral- und
Differentialform

Wir betrachten die Situation in der Abbildung 4.1 im Ruhesystem S’ der Schleife.
Im Laborsystem S ist das Magnetfeld

B = (0,0, B,)
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in die z-Richtung gerichtet. Die Geschwindigkeit zeigt in die y-Richtung. Mit der
Lorentztransformation (3.10.21) berechnen wir die Felder im System S’. Wir er-
halten

B’ =(0,0,B.) = (0,0, v(vy) - B.) (4.1.7)
E' = (E.,0,0) = (v-v(vy) - B.,0,0)
= (Uy ) B;7 0, O)

Die Leiterschleife ist im System S’ in Ruhe. Also muss die EMK durch das elek-
trische Feld erzeugt werden.

Die Flussédnderung ist
dpy = —B.-v,-b-dt’ (4.1.9)
Somit lauten das Induktionsgesetz und das Ohmsche Gesetz

d¢
Upyx = — dt? (4.1.10)

Upug = R-TI'

Somit gilt fiir die EMK die TRANSFORMATION

Upnk = 7()Upuk (4.1.11)

Die Gleichungen (4.1.11) gelten in jedem Falle. Wenn v < ¢ ist, kann man die Un-
terschiede im Strom I, in der EMK Ugjyx und im Magnetfeld B vernachléssigen.
Die Transformationseigenschaften zeigen, dass das Induktionsgesetz auch bei sta-
tiondren Leiterschleifen und zeitlich d&ndernden Magnetfeldern gelten muss (wir
begeben uns in das System S’). Die Wirkungen der Felder B und E sind unab-
héngig von ihrer Entstehung.

Versuch 45: Versuch zur Vorlesung:
Magnetische Induktion (Versuchskarte EM-051, Video)

Versuch 46: Versuch zur Vorlesung:

Magnetische Induktion (Versuchskarte EM-051, Video (VPN oder
intern))

Fiir einen beliebig geformten ruhenden Leiter (gegeben durch die Kurve S) in
einem zeitlich &ndernden Magnetfeld gilt fiir die EMK
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Ui = —— ﬂ B -da (4.1.12)
Da der Leiter in Ruhe ist, muss die EMK durch ein elektrisches Feld erzeugt sein.
Upnixe = 7(1:7 . ds (4.1.13)

und damit
fE-ds——— jB da (4.1.14)
S

Bei einer bewegten Leiterschlaufe kann der magnetlsche Fluss sich dndern,

a) weil sich der Fluss mit der Zeit andert und/oder

b) weil sich die Berandung bewegt, sich ihr Ort also dndert.

Fiir eine bewegte Leiterschlaufe muss das elektrische Feld E’ im bewegten Bezugs-
system und die magnetische Induktion B im Laborsystem berechnet werden| ,
p. 210]. ds’ ist das Linienelement im Ruhesystem, in dem E’ gemessen wird. Wir
erhalten

d
/ ! _ .
]{E -ds' = 7 H B -da (4.1.15)
S A(S)

Mit der Gleichung(C.8.40) fiir die Beziehung zwischen zeitlichen Ableitungen in
Ruhesystemen und mitgefithrten Systemen und dem Satz von Stokes (Siehe Glei-
chung (C.11.1)) erhalten wir

UEMK_%E, ds' = —— IIB da

:_ff[ B+rot(B><'v)]-da

E— —B -da — B xv)-ds 4.1.
Ag)at z{( X v) (4.1.16)

Dies kann auch so geschrieben werden:

]f[E’ (B x v)]-ds' = — ﬂ B da (4.1.17)

S A(S)
Wenn man sich nach Jackson | , D. 212] alternativ vorstellt, dass der Weg S
zu einem Zeitpunkt fix im Raum ist, gilt auch
fE ds=— [ 9B . da (4.1.18)
ot
5 A(S)

Deshalb erhalten wir fiir das elektrische Feld E im Laborsystem
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7{[E’+(B xv)]~ds’:7§E-ds (4.1.19)

Bei kleinen Geschwindigkeiten ist ds = ds’.

Damit ist

E+(Bxv)=E=FE =(vxB)+E (4.1.20)

Weiter kann man daraus die LORENTZKRAFT ablesen:

F,~F,=qFE' =q¢(E+vxB 4.1.21
L

Zurtck zum Faradayschen Induktionsgesetz: Mit Gleichung (4.1.20) kann in Glei-
chung (4.1.17) E' eliminiert werden. Das UNIVERSELLE INDUKTIONSGESETZ VON
FARADAY lautet

fE-ds =~ || ;B - da (4.1.22)
s A(S)

Mit dem Satz von Stokes (Siehe Gleichung (C.11.1)) erhélt man

OB
]{E-ds: [[ rot E-da=- [ o da (4.1.23)
st A(S(t) AS(0)

Fiir zeitunabhéngige Berandungen A(S) darf man Ableitung und Integral nicht
vertauschen. Das Induktionsgesetz lautet dann

f{ .d :_i .d
SE s th{!)B a

Da diese Integralgleichung fiir beliebige Kurven S gelten muss, also auch fiir in-
finitesimal kleine, erhalten wir die DIFFERENTIELLE FORM DES FARADAYSCHEN
INDUKTIONSGESETZES

0B

Bei der Ableitung des FARADAYSCHEN INDUKTIONSGESETZES haben wir von der
Kleinheit der Geschwindigkeiten Gebrauch gemacht, explizit und implizit. Eine
relativistisch korrekte Rechnung fithrt auf die gleichen Ergebnisse.
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4.1.4. Wirbelstrome

Versuch 47: Versuch zur Vorlesung:
Fallrohre (Versuchskarte EM-057, Video)

Versuch 48: Versuch zur Vorlesung:
Fallrohre (Versuchskarte EM-057, Video (VPN oder intern))

® ® \ O

Metall

®

® ®
QI® &

Abb. 4.6.: WIRBELSTROME in Metallen

Wenn sich ein Metallstiick in einem inhomogenen Magnetfeld befindet, dann muss
fiir jede Bahnkurve S das Faradaysche Induktionsgesetz gelten. Da der Leiter einen
SPEZIFISCHEN WIDERSTAND p,; hat, fliesst bei einer Anderung des Flusses durch
S, zum Beispiel, indem man den Leiter bewegt, ein durch die INDUZIERTE SPAN-
NUNG getriebener STROM. Die Richtung des Stromes ist so, dass er sich einer An-
derung des magnetischen Flusses widersetzt. Bei einem perfekten Leiter, miissten
enorm grosse Kréfte aufgebracht werden, um das Metallstiick mit einer minimalen
Geschwindigkeit bewegen zu kénnen. Durch die Dissipation im Ohmschen Leiter
wird der induzierte Strom geschwécht, so dass die der Bewegung entgegengesetzte
Kraft umso kleiner ist, je schlechter die Leitfahigkeit des Metalls ist.

Um die Grossenordnung des Wirbelstromes abzuschétzen betrachten wir lokal ein
Stiick Metall das mit der Geschwindigkeit v, durch eine magnetische Induktion in
die z- Richtung, B,, gezogen wird. Wir betrachten die Felder im Ruhesystem der
Platte. Aus den Lorentz-Transformationen erhalten wir

o ~ —v,B
© 11— v2/c? Y
B
B =t ~B, (4.1.25)

V1 —v2/c?

da v?/c* < 1 ist. Lokal gilt der Zusammenhang
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i=0oE (4.1.26)

Weiter kénnen mit P = /U mit i = [/A und E, = U/d und der Bezeichnung fur
das Volumen V' = Ad schreiben

iA-Eld

T p g it o2
xl/lg%)V_PV_xl/lg%) =iF, =0F; (4.1.27)

Andererseits hiangt die dissipierte Leistung pro Volumen von der Volumenkraft Fy
und der Geschwindigkeit v, ab.

Py =Fy-v,=0E?=0(v,B.)" =0 (v,B,) (4.1.28)

Die Volumenkraft ist also

Fy = ov,B? (4.1.29)

Die Berechnung wurde anhand eines unendlich ausgedehnten Leiters in einem Ma-
gnetfeld gemacht. Endliche Leiter und endliche Magnetfelder bewirken, dass der
Effekt nur an den Grenzen vorhanden ist.

mit Magnetfeld ohne Magnetfeld
m
=
©e S Leiter
B[ |2 ;
3 \'
3

Abb. 4.7.: Bewegung eines Leiters aus einem Magnetfeld.

Im Ruhesystem des Leiters bewirkt das elektrische Feld eine Bewegung der La-
dungstriger an die Seiten des Leiters (analog wie beim Halleffekt). Dadurch wird
ein Gegenfeld aufgebaut, bis die Bewegung der Ladungstrager zum Erliegen kommt
(Siehe Abbildung 4.7, linke Seite). Wenn der Leiter den Bereich des Magnetfeldes
verlasst (wir nehmen eine scharfe Grenze an, dann gleichen sich die Ladungen aus.
Die Strome erzeugen wegen der endlichen Leitfadhigkeit o eine Warmeleistung, das
heisst es gibt eine Gegenkraft. Kondensatoren werden exponentiell entladen, so
dass die Wirkung des dndernden Feldes lokal begrenzt ist. Auf der anderen Seite
des Magnetfeldes tauchen die gleichen Effekte auf, aber beim Laden des Kon-
densators. Auch dort nimmt der STROM exponentiell ab beim Entfernen von der

142 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN



143

4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Grenze. Warum heisst es dann doch Wirbelstrome? Wir haben einen Stromkreis,
bei dem die magnetische Induktion die elektromotorische Kraft bewirkt (wie beim
van de Graaff-Generator). Wihrend im Ruhesystem des Leiters die Effekte durch
das elektrische Feld erklart werden, miissen sie im Laborsystem mit Flussénderung
und magnetischer Induktion beschrieben werden.

In Transformatoren ist die magnetische Induktion parallel zum Eisen, die Wirbel-
strome transversal dazu. Die Wirbelstrome konnen vermindert werden, indem das
Metall geschlitzt wird oder in Lagen mit Isolatoren dazwischen gebiindelt wird.

Anwendungen

e Retarder in LKWs

Wirbelstrombremse beim ICE

o Déampfung von Schwingungen in Rastertunnelmikroskopen

e In Transformatoren und Motoren verwendet man geschlitzte Bleche

Beispielswerte
Cu Fe Ti

B/T — 0.1 1 0.1 1 0.1 1 0.1 1
v/(m s
0.01 5.8-107° | 5.8-107% | 3.7-107° | 3.7-1073 | 0.00001 | 0.001 | 2.56 - 10~¢ | 0.000256
0.1 5.8-107* | 5.8-1072 | 3.7-107* | 3.7-1072 | 0.0001 | 0.01 | 0.0000256 | 0.00256
1 5.8-1073 | 5.8-107' | 3.7-1073 0.37 0.001 0.1 0.000256 0.0256
10 5.8 1072 5.8 3.7-1072 3.7 0.01 1. 0.00256 0.256

Tab. 4.1.: Wirbelstromkrifte in N m~3 von Magneten mit 0.1 T und 1 T auf

Platten mit der Geschwindigkeit v aus verschiedenen Materialien.

4.1.5. Unendlich lange Spule

Eine unendlich lange Spule kann man sich aus kreisférmigen Leitern zusammen-
gesetzt denken.
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Abb. 4.8.: Die magnetische Induktion am Punkt 0 auf der z-Achse kann berech-
net werden, indem mit Gleichung (3.8.55) die magnetische Induktion
eines Rings mit der Stromdichte I - n - dz berechnet wird und dann
iiber alle Ringstrome addiert wird.

Wir berechnen zuerst die magnetische Induktion eines Kreisringes mit dem Radius
r im Abstand z vom Nullpunkt (7' = (z,y, 2)) am Nullpunkt (r = (0,0,0)). Aus-
gehend von Gleichung (3.8.55) schreiben wir fir einen Kreisring auf der Position
z mit dem Radius r fiir p.

p=r—1 = (—2,—y,—)

Da r konstant ist, schreiben wir x und y als Funktion des Winkels ¢

p = (—rcos(p), —rsin(¢), —z)

Der STROM [ soll im Gegenuhrzeigersinn umlaufen, also in positiver Richtung. Ein
Langenelement entlang des Kreisringes ist

dl = (—y,x,0) - cfnﬁ = (—sin(¢), cos(@), 0) rde

Das Vektorprodukt d€ x p ergibt

Al x p = (—rzcos(gzﬁ), —r zsin(¢), r2) do

Mit dem STROM pro Windung [ wird die magnetische Induktion am Punkte
(0,0,0)
I Fdex
B = Mot 7{ P

o 3
47?0 p

Die z- und die y-Komponenten von d€ x p enthalten eine Winkelfunktion zur ersten
Potenz und ergeben bei einer Integration von 0 nach 27 null. Die z-Komponente
der magnetischen Induktion ist
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2

1 2d Ir?
p=tel [ 1 A - (4.1.30)
A7 (r2 + 22) / 2(r? + 22) /

0

Die magnetische Induktion einer unendlich langen Spule bekommt man, indem
wir den STROM [ durch das Produkt aus Strom 7, der Windungszahl pro Lénge
(Windungsdichte) n und dem Léngenelement dz ersetzen und integrieren.

o0

B.(0) =

polnridz

—_——— = pln 4.1.31
2(7’2+z2)3/2 Ho ( )

Wird die unendlich lange Spule bei z = 0 geteilt, tragen beide Spulenhélften
gleichviel zur magnetischen Induktion bei z = 0 bei. Wird nun eine Hélfte entfernt,
so ist die magnetische Induktion auf der Spulenachse

B.(0)  ponl poNI
2 2 Y

Endlich lange Spulen der Lange ¢ > r verhalten sich wie unendlich lange Spulen.
Wenn sich auf der Lénge ¢ N Windungen befinden, haben wir

B.(Endfléche) = (4.1.32)

N
B, (innen) = 'MDTI =ponl (4.1.33)

4.1.6. Endlich lange Spule

Spule
o) 0] O
—¢
T 0 < : T Tz
o 0) o)

Abb. 4.9.: Berechnung einer endlichen Spule: Variablen und Geometrie.

Bei einer endlich langen Spule kénnen wir wie bei der unendlich langen Spule
(Abschnitt 4.1.5) vorgehen:

« Die Spule soll die Lédnge ¢ haben, und um z = 0 zentriert sein.
« Sie habe den Radius r und die Querschnittsfliche A = mr2.

o Wir betrachten einen Kreisring (rot) bei z = (.
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o Wir nehmen an, dass die Spule viel ldnger sei als ihr Radius: £ > r.

o Das Feld auf der z-Achse ergibt sich dann durch Integration iiber ¢ von —£

2
bis g
Wir beginnen mit Gleichung (4.1.30). Mit der Dichte der Windungen n (Windun-

gen pro Lénge) bekommen wir den Beitrag der roten « Windung»:

pon Ir?

2(r2 + (2= Q%)

dB. = ¢ (4.1.34)

0 1. 0 -
Das Integral von —3 bis 5 ist

0/2

B.(2) = |

_1/2 2 (7’2 + (2 — C)Q)
Tugn 0 — 2z 0+ 2z
= -
2 \/(6 — 22)2 + 4r? \/(5 +22)2 + 4r2
Gleichung (4.1.35) ergibt die in Abbildung 4.10 gezeigten Verldufe der magneti-

schen Induktion B,(z). Dabei wurde der Spulenradius r» = 0.1 gesetzt und die
Lange ¢ variiert.

pon Ir?

3216

) (4.1.35)

Endliche Spule

T T
20 1=0.25, r=0.1 —— _|

el TN L=0.5,r=0.1 ——
i L=1,r=01 ——
L=2,r=0.1 ——

L=10, r=0.1

(I g n)y/2

: ﬁ/ \
05

0.0 — —— e —

z/L

Abb. 4.10.: Induktion auf der Symmetrieachse einer endlich langen Spule. Die
Werte von ¢ = L und r sind in der Legende angegeben. Hier ist r
konstant.

Abbildung 4.11 zeigt, was passiert wenn der Radius der Spule r bei konstanter
Lange ¢ gedndert wird.
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Endliche Spule

T
2.0 L=2, r=0.05
L ~ L=2,r=0.2

(g n)/2

0.5

0.0 ——

z/L

Abb. 4.11.: Induktion auf der Symmetrieachse einer endlich langen Spule. Die
Werte von ¢ = L und r sind in der Legende angegeben. Hier ist /¢
konstant.

4.1.7. Transformator

Der magnetische Fluss in einer Spule entsteht durch Strome in dieser Spule selber,
oder in anderen Spulen. Nach dem Gesetz von Laplace oder Biot-Savart (Siehe
Gleichung (3.8.55)) ist die magnetische Induktion proportional zum STROM. Somit
ist auch der Fluss ¢p proportional zum STROM. Diese Proportionalitiat wird mit

¢p=1L-1 (4.1.36)

ausgedriickt, wobei L die SELBSTINDUKTIVITAT der Spule ist.
Die Einheit der Induktivitat ist

[L] =Henry =H=Wb A =Tm? A™*

In den meisten Fallen ist es schwierig, die Selbstinduktivitat einer Schaltung zu
berechnen. Fiir eine lange, dicht gewickelte Spule ergibt Gleichung (4.1.33) die
magnetische Induktion

N
B =1 (4.1.37)

Dabei ist N = n - ¢ die Anzahl Windungen auf der Lénge ¢. Die magnetische
Induktion B héngt von der Dichte der Windungen ab, nicht aber von der Lénge
der Spule. Fiir den Fluss ®p brauchen wir die magnetische Induktion und die
gesamte eingeschlossene Flache. Die Spule habe den Querschnitt A. Diese gesamte
eingeschlossene Flache ist dann N mal die Fliache A einer einzelnen Windung, also
N - A. Deshalb ist der Fluss
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2

N
08 =B (N-A)=po—T-A= oAl (4.1.38)

Damit ist die Induktivitiat der Spule

N2
L= ¢]B = MOTA = pon*Al (4.1.39)

Die magnetische Permeabilitiat o kann also auch als

po=4m-107" Hm™* (4.1.40)

Die Anderung der Stromstérke bedingt eine Anderung des magnetischen Flusses.

des  d(LI) dI

= —=L— 4.1.41
dt dt dt ( )
Somit wird mit Gleichung (4.1.5)
dop dl
- %5 _ @ 4.1.42
v dt dt ( )

Mit dieser Gleichung wird die Funktionsweise des FUNKENINDUKTORS klar.

Versuch 49: Versuch zur Vorlesung:
Funkeninduktor (Versuchskarte EM-017, Video)

Versuch 50: Versuch zur Vorlesung:
Funkeninduktor (Versuchskarte EM-017, Video (VPN oder intern))

Abb. 4.12.: Zwei gekoppelte Stromkreise

Der magnetische Fluss am Punkt P, héngt sowohl vom STROM [, wie auch vom
STROM I; ab:

¢p(P2) = Ly~ Iy + Mg - I (4.1.43)
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Ebenso hangt der magnetische Fluss am Punkt P; von beiden Stromen ab

¢p(P1) = Li-I1 + My - I (4.1.44)

Neben der SELBSTINDUKTIVITAT L; miissen bei realen Systemen auch die GEGEN-
INDUKTIVITATEN M;; beriicksichtigt werden. Wie bei den Induktivitdten héngt
auch bei den Gegeninduktivitdten die Grosse allein von der Geometrie ab.

N, Windungen

““N, Windungen

Abb. 4.13.: Symbolische Darstellung eines TRANSFORMATORS

Im allgemeinen ist es schwierig, die Gegeninduktivitiaten zu berechnen. Bei zwei
ineinander gewickelten Spulen, einem Beispiel fiir einen TRANSFORMATOR, gelingt
dies. Wir wollen das Beispiel verwenden, um zu zeigen, dass M5 = Mo, ist. Durch
die Spule 1 (Lénge ¢, Radius r;, Windungsdichte n; = N;/{) fliesst der Strom I,
durch die zweite Spule 2 (Lange ¢, Radius 75, Windungsdichte ny = Ny/¢) soll der
Strom I, fliessen. Da wir lange Spulen betrachten, ist das Magnetfeld im Inneren
der Spulen homogen. Also ist
Bl == lLLo?’Llfl (4145)
Ausserhalb der Spule 1 ist das Magnetfeld B; = 0 (Annahme einer langen Spule).
Deshalb ist der Fluss durch den STROM I fiir die Spule 2 gegeben durch
bB, = Ny - By(nr}) = nol B1(77%) = poningl(nri) I (4.1.46)

Die Gegeninduktivitat M, ist also
o ¢Bz o 2
M12 = — = uonlngf(ﬁrl) (4147)
Im entgegengesetzten Falle beginnen wir mit

Bz = ILLQTLQIQ (4148)

Der fiir die Spule 1 relevante Fluss ist durch die von der Spule 1 umschlossene
Fliche, also Ny(mr?) gegeben.
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¢B1 = N1 : BQ(WT’%) = nlgﬂonzlg(ﬂ'r%) = ,uonlngﬁ(m“f)[g (4149)

Damit wird die Gegeninduktivitét
Mgl = Vi = ,LL()TLlTLQK(?TT’%) = M12 (4150)

2

Diese Beziehung, die an einem Spezialfall gezeigt wurde, gilt auch allgemein (ohne
Beweis).

Eisen

= |
[— —
—
| pm—
—
] —
—

N, ) — N2 Uz
~ U‘1 1 A/\
] —
—
] pm—
—
] —
—

Abb. 4.14.: Schematischer Aufbau eines TRANSFORMATORS

Die in einem Transformator INDUZIERTE SPANNUNG kann wie folgt berechnet
werden. In der Spule 1 féllt die SPANNUNG

dop
U1 =N—— 4.1.51
L1 L ( )

ab. Diese SPANNUNG muss durch die Wechselspannungsquelle U erzeugt werden,
so das

dop

U=Up1 =N —— 4.1.52
L= N (4.1.5)

ist. Durch die Anordnung des Eisens wird erreicht, dass der gesamte durch die
erste Spule erzeugte magnetische Fluss durch die zweite Spule fliesst. Dort haben
wir die INDUZIERTE SPANNUNG

dop
= —Ny—— 4.1.
Us 2 (4.1.53)
und somit
N
= —— 4.1.54
U, N1U1 (4.1.54)

N5 /Ny heisst der UBERSETZUNGSFAKTOR des Transformators.

Wird der Ausgang des Transformators mit dem OHMSCHEN WIDERSTAND R be-
lastet, fliesst der STROM I, der zu U, in Phase ist. Dieser STROM erzeugt einen
magnetischen Fluss ¢y o< Noly, der den urspriinglichen Fluss ¢p durch die Spule 2
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schwécht. Da durch beide Spulen der gleiche magnetische Fluss fliesst, muss auch
der Fluss durch die erste Spule geschwicht werden. Da die SPANNUNG durch die
Spannungsquelle U vorgegeben ist, muss der STROM [; auf der Primarseite zu-
satzlich fliessen, so dass ¢’z o< Ny gilt. Da die Proportionalitéitsfaktoren bis auf
das Vorzeichen gleich sind, gilt dann auch

Wenn wir die Effektivwerte betrachten haben wir damit

N N
Usly = {—NTUJ [—N;Il] — UL (4.1.56)

sofern man Verluste vernachlassigt. Ideale Transformatoren iibertragen also
verlustfrei Leistung.

Versuch 51: Versuch zur Vorlesung:
Hochspannungsleitung (Versuchskarte EM-161, Video)

Versuch 52: Versuch zur Vorlesung:

Hochspannungsleitung (Versuchskarte EM-161, Video (VPN oder
intern))

Versuch 53: Versuch zur Vorlesung:
Transformatorenversuche, Teil Hochspannung (Versuchskarte EM-

066, Video)

Versuch 54: Versuch zur Vorlesung:

Transformatorenversuche, Teil Hochstrom (Versuchskarte EM-066,
Video)

Versuch 55: Versuch zur Vorlesung:

Transformatorenversuche (Versuchskarte EM-066, Video (VPN oder
intern))
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4.1.8. Kirchhoffsche Gesetze

Abb. 4.15.: Kirchhoffsche Gesetze: links die MASCHENREGEL, rechts die KNO-
TENREGEL.

In einer komplizierten elektrischen Schaltung betrachtet man eine einzelne Masche.
Nach der Definition der EMK muss eine Probeladung langsam um die Masche
herumgefithrt werden. Dies fiihrt auf die Maschenregel

S U= YU (4.1.57)
Vk Quellen V4 Verbraucher

wobei die Vorzeichen entsprechend dem Umlaufsinn einzusetzen sind. In unserem
Beispiel bedeutet dies:
Uy —-Uy;=Ur+ Uy

Die Knotenregel ist ein Ausdruck fiir die Ladungserhaltung. Wenn wir zum Beispiel
alle zufliessenden Strome positiv und alle wegfliessenden Stréme negativ zéahlen
(oder umgekehrt), gilt an jedem Knoten

) I =0 (4.1.58)

Vk eines Knotens

Mit diesen beiden Regeln sowie der Kenntnis der Charakteristika der Bauelemente
kann jede statische oder quasistatische elektronische Schaltung berechnet werden.

Versuch 56: Versuch zur Vorlesung:
Berechnung von Spannungen in einem Netzwerk (Versuchskarte Ap-

plet)
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4.1.9. Wechselstromkreise, Impedanzen

Versuch 57: Versuch zur Vorlesung:
Einfache Wechselstromkreise (Versuchskarte Applet)

In diesem Abschnitt betrachten wir die Wirkung von cosinusférmigen Wechsel-
spannungen

U=U(t) = Uycos (wt — p) (4.1.59)

Alternativ kénnen die Spannungen und Stréme auch als komplexe Zahlenwerte
geschrieben werden

U=U(t) = Upel@=9 (4.1.60)

Diese Rechnung mit komplexen Zahlen ist oft einfacher. Sie wird haufig in der
Elektrotechnik verwendet.

Vorsicht: Die komplexe Schreibweise gilt nur bei linearen Gleichun-
gen. Wenn nichtlineare Funktionen vorhanden sind, muss anstelle von
U(t) mit 5 (U(t) + U*(t)) verwendet werden. Fiir andere Gréssen gilt

dies analog.

4.1.9.1. Ohmscher Widerstand im Wechselstromkreis

Die Zeitskala fiir die Wechselspannung wird so gewéhlt, dass ¢ = 0 ist. Weiter
setzen wir voraus, dass die zeitliche Anderung aller Grossen so gering sind, dass
wir wie im stationdren Falle rechnen konnen, dis ist der quasistationare Fall.

Abb. 4.16.: Definition von Stréomen und Spannungen bei Wechselspannungen

Da bei Wechselspannungen a priori keine Stromrichtung vorgegeben ist, definiert
man, zum Beispiel wie in der Abbildung oben, die Stromrichtung zu einem be-
stimmten Zeitpunkt, hier fiir ¢t = 0. Zu jedem Zeitpunkt muss die SPANNUNG im
Stromkreis insgesamt null sein. Also ist
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U—Ug=0 (4.1.61)
und mit dem Ohmschen Gesetz
Upcos(wt) —I-R=0 (4.1.62)
oder
1) = 20 cos(wt) = I cos(wt) (4.1.63)

Der STROM und die SPANNUNG erreichen immer dann einen Extremwert, wenn
wt ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. Der durch einen WIDERSTAND fliessende
STROM ist in Phase mit der SPANNUNG.

Die momentane Leistung am WIDERSTAND ist

P(t)=U(t)-1(t) = Uy cos(wt)‘(jg cos(wt) = (;g cos?(wt) = I3 R cos®(wt) (4.1.64)

Der Mittelwert der Leistung ist ({cos® wt), = 1/2)

102 1
Pt)==--2=_7" 4.1.
(P(1) = 5% = 3°R (11.65)
Unter dem Effektivwert der SPANNUNG (des Stromes) versteht man diejenige
Gleichspannung, die an einem Ohmschen Widerstand die gleiche Verlustleistung

erzeugt. Also ist fiir sinusférmige Spannungen

Us (4.1.66)

Sl

Uerr =

beziehungsweise

1
lejr = 7

Fiir beliebige Spannungsverldaufe (Stromverlaufe) ist der Effektivwert (auch Root-
Mean-Square (RMS)-Wert von «Root Mean Square »)

Iy (4.1.67)

t+T

1
_ _ 2
Uets = Urms = | 7 / U2(7)dr (4.1.68)

wobei T' eine Zeit ist, die bei periodischen Signalen der Periodendauer entspricht
und bei zufalligen Signalen lang gegeniiber der charakteristischen Zeitdauer der
Schwankungen sein muss. Fiir Strome gilt die analoge Formel

Lpp = Ipms = | = / 2(r)dr (4.1.69)
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Versuch 58: Versuch zur Vorlesung:
Wechselstromwiderstand (Versuchskarte EM-053, Video)

Versuch 59: Versuch zur Vorlesung:

Wechselstromwiderstand (Versuchskarte EM-053, Video (VPN oder
intern))

4.1.9.2. Ohmscher Widerstand im Wechselstromkreis, komplexe Rechnung

Wieder wird die Zeitskala fiir die Wechselspannung wird so gewéhlt, dass ¢ = 0
ist. Und wieder setzen wir voraus, dass die zeitliche Anderung aller Gréssen so
gering sind, dass wir wie im stationaren Falle rechnen konnen. Wir dies den quasi-
stationaren Fall. Wir verwenden wieder die Bedingungen und die Anordnung von
Abbildung 4.16. Zu jedem Zeitpunkt muss die SPANNUNG im Stromkreis insgesamt
null sein. Wir setzen U = Uy exp (iwt) mit Uy € R. Dann ist

U—-Ur=0 (4.1.70)
und mit dem Ohmschen Gesetz
Upe™D — I(t)- R =0 (4.1.71)
oder
I(t) = lg’e“wt) = Toel™! (4.1.72)

Komplexe Zahlen sind nicht direkt messbar, unsere Welt ist reell. Messbar sind
dann

Uness(t) =R (U(t)) =R (Uge(i“t)) = Upcos(wt) oder Upess2(t) = (Uge(i“t)) = Uy sin(wt)

(4.1.73a)
Iess(t) = R(1(1) = R (Ioe™") = Iycos(wt)  oder Lyessa(t) = S (Ioe™?) = Iy sin(wt)
(4.1.73D)

Entweder wird konsistent iiberall  (der Realteil) oder & (der Imaginérteil) ver-
wendet.

Der durch einen WIDERSTAND fliessende STROM ist als in Phase (0 = 0) mit der
SPANNUNG.

Wie in Abschnitt 4.1.9 erwéhnt, miissen wir bei der nichtlinearen Rechnung «mo-
mentane Leistung» mit konjugiert komplexen Werten rechnen. am WIDERSTAND
ist
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P() = 5 (U +U*(0) -5 (1) + I°(1)
_ U (e(m) + e(*iwt)) ) 120 (e(iwt) + e(%t)) _ (UO (e(w) N G(M)))Q 1

2
2
_ & (6(2iwt) —|—e(*2m) +26(iwt)e(fiwt))
4R

[\]

2
= o p (C08(2wt) + isin(2wt) + cos(—2wt) + i sin(—2wt) +2)

u (cos(2wt) 4 i sin(2wt) + cos(2wt) — i sin(—2wt) + 2)

2
0
4R
Ug Uz 5 Ug cos?(wt)
=—(2 2 2)=—4 ==
4R( cos(2wt) + 2) 1R ieos (wt) B

(4.1.74)

oder schneller

2
= Up cos(wt) - []]%0 cos(wt) = [jé) cos*(wt) = IF R cos®(wt) (4.1.75)

Wir erhalten also die gleiche Leistung P(t) wie im Abschnitt 4.1.9.1. Die weitere
Rechnung geht wie in diesem vorherigen Abschnitt.

4.1.9.3. Impedanz einer Spule

I P
N +
U L

Abb. 4.17.: Spule (Induktivitdt) mit Wechselspannung

Wir verwenden Gleichung (4.1.42) um die SPANNUNG iiber der Spule zu berechnen.
Die INDUZIERTE SPANNUNG ist der Flussanderung entgegengesetzt. Sie wirkt so,

dass die Zunahme des Stromes bei zunehmender Anregungsspannung gebremst
wird. Deshalb ist

dI
U-Up=0=U~Lo (4.1.76)

Setzen wir U = Uj cos(wt) ein, erhalten wir
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O = L0 cosun (4.1.77)
und damit
Uy | Uy Uo 7
LO/ =Ty sin(wt) = I cos(wt — 5) (4.1.78)
Der STROM hat also den Scheitelwert
Iy = gz = )[?Z (4.1.79)

wobei X; = wlL die Impedanz oder der INDUKTIVE WIDERSTAND der Spule ist.
Die Einheit der Impedanz ist gleich wie die Einheit des Widerstandes, das Ohm.
Der STROM folgt der SPANNUNG mit einer Phasenverschiebung von —7 /2. Fur die
Effektivwerte gilt I.;; = Uers/ Xy, da fiir sinusférmige Spannungen und Strome der
gleiche Faktor zur Umrechnung von Scheitelwerten zu Effektivwerten verwendet
werden muss.

Die momentan dissipierte Leistung an einer Spule ist

P(t)=U(t) - I(t) = Uy cos(wt) - :}JZ cos(wt — g) c[u]L cos(wt) sin(wt) (4.1.80)

Die dissipierte Leistung kann sowohl positiv wie auch negativ sein. Die mittlere
dissipierte Leistung ist
U2
(P), = % (cos(wt) sin(wt)), = 0 (4.1.81)
w

Im Mittel wird also keine Leistung an einer Spule dissipiert.

4.1.9.4. Impedanz einer Spule: komplex

Dieser Abschnitt zeigt die gleiche Rechnung wie in Abschnitt 4.1.9.3, aber mit
komplexen Zahlen gerechnet. Die Bezeichnungen beziehen sich auf Abbildung 4.17.
Wir verwenden wie in Abschnitt 4.1.9.3 die Gleichung (4.1.42) um die SPANNUNG
iiber der Spule zu berechnen. Alles dort gesagte gilt auch hier.

dl
—0= i
U-U,=0=U— 7
Setzen wir U (t) = Upe™" ein, erhalten wir
il Uy .,
— = —e" 4.1.82
it~ L (4.1.82)
Das ergibt
Uy | U
I _ 70/ iwT _ 0 iwt 41.
(t) L e“Tdr L¢ (4.1.83)

Der Realteil des STROMES hat also den Scheitelwert
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Yo
wlL

_ (4.1.84)

]0:|]|: X,

wobei X, = |iwL| die Impedanz oder der INDUKTIVE WIDERSTAND der Spule ist,
wie vorher.

Ublich ist hier aber mit der komplexen Impedanz

Z;, = iwl (4.1.85)

zu rechnen. Dies vereinfacht gewaltig die Berechnung von Netzwerken aus Induk-
tivitdaten, Kapazitdten und Widerstanden nach Abschnitt 4.1.8. In der Elektro-
technik wird bevorzugt mit komplexen Impedanzen gerechnet, ja es gibt sogar
Messgerite dafiir, die Impedanzanalysatoren | ].

Der Phasenfaktor —7/2 in Gleichung (4.1.78) ist dquivalent zum Faktor 1/i = —i
in Gleichung (4.1.83).

Die momentan dissipierte Leistung an einer Spule ist mit komplexen Impedanzen
gerechnet

P() = 5 (U +U*(0) -5 (1) + I°(1)

2
1 . N 1 Uy Uy .
= (U 1wt U. wt) ( wr Y zw7>
g (e + Vo) - 5 (e = pe

e [ Ca e I L)
2

= 4[;0[1 (1 [cos(—2wt) + i sin(—2wt) — (cos(2wt) — isin(2wt))])
_US ey _Ug
=l (—z 2s1n(2wt)> = 1l

_ U0 (g cos(w) sinw)) = 20 cos(wt) sin(wt) (4.1.86)
_4wL COS\wtl) S w —wLCOSUJ S w .

(2sin(2wt))

wie im Abschnitt 4.1.9.3. Natturlich hatten wir auch

P(t) = S%U(t) . %](t) _ %((erm) . %(Z'giem)

Ui Ug
= Uy cos(wt) - w—z sin(wt) = w—z cos(wt) sin(wt) (4.1.87)

rechnen konnen. Der Rest ist dann wie in Abschnitt 4.1.9.3.
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4.1.9.5. Impedanz eines Kondensators

+

Abb. 4.18.: Kondensator mit Wechselspannung

Beim Kondensator ist Us = ¢/C. Diese SPANNUNG muss gleich der treibenden
SPANNUNG sein.

U—UC:0:U—% (4.1.88)

Wir setzen U ein und erhalten

q = C - Uy cos(wt) (4.1.89)
Der STROM ist dann
B dq B d

= = %C’ - Up cos(wt) = —Cw - Uy sin(wt) = Cw - Uy cos(wt + g) (4.1.90)

Wir nennen

1
Xo= — 4.1.91
o= (11.91)
die Impedanz des Kondensators. Der Scheitelwert des Stromes ist
IO = (,L)CUO (4192)

Analog wie bei der Spule gilt die Gleichung I.;; = U.sr/Xc mit der gleichen
Begriindung auch fiir Kondensatoren. Die momentan dissipierte Leistung ist

P(t) = wCU§ cos(wt) sin(wt) (4.1.93)

Sie ist, analog wie bei der Spule, positiv oder negativ. Deshalb ist die mittlere
dissipierte Leistung

(P(t)), = wCU; (cos(wt) sin(wt)), = 0 (4.1.94)
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4.1.9.6. Impedanz eines Kondensators: komplex

Dieser Abschnitt zeigt die gleiche Rechnung wie in Abschnitt 4.1.9.5, aber mit
komplexen Zahlen gerechnet. Die Bezeichnungen beziehen sich auf Abbildung 4.18.
Alles dort gesagte gilt auch hier.

U-—Us=0=U—1L

C

Setzen wir U(t) = Upe™* ein, erhalten wir

q(t) = C - Upe™" (4.1.95)
Der STROM ist dann

_ dq(t) _ d wt iwt
Wir nennen
o = L (4.1.97)
¢ Wl o

die komplexe Impedanz des Kondensators. Der Realteil des Stromes hat den Schei-
telwert

Die momentan dissipierte Leistung ist mit einer analogen Rechnung wie bei der
komplexen Impedanz der Spule in Gleichung (4.1.86)

P(t) = wCU§ cos(wt) sin(wt) (4.1.99)
Sie ist, analog wie bei der Spule, positiv oder negativ. Deshalb ist auch hier die

mittlere dissipierte Leistung null.

4.1.9.7. ldealer elektrischer Schwingkreis

Versuch 60: Versuch zur Vorlesung:

Elektrischer Schwingkreis (Versuchskarte SW-022, Video (VPN oder
intern))

)
Versuch 61: Versuch zur Vorlesung:
Elektrischer Schwingkreis (Versuchskarte Applet)

Versuch 62: Versuch zur Vorlesung:
Elektrischer Schwingkreis (Versuchskarte Applet)
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L 9TC

Abb. 4.19.: SCHWINGKREIS

Der Kondensator soll zur Zeit ¢ = 0 auf die SPANNUNG Ugpaufgeladen sein. Zur
Zeit t = 0 wird der Schalter geschlossen. Die Differentialgleichung dieser Schaltung
lautet:

I Q
L=+ % = 4.1.1
it e=0 (4.1.100)

Wir differenzieren einmal und bekommen

d*I 1

— 4+ —1=0 4.1.101

aw T IC (4.1.101)
Dies ist die aus der Mechanik bekannte Schwingungsdifferentialgleichung. Durch
Analogieschluss sieht man, dass die Resonanzkreisfrequenz

ist.

4.1.9.8. ldealer elektrischer Schwingkreis: komplex

Dieser Abschnitt bezieht sich auf den vorherigen Abschnitt 4.1.9.7. Hier betrachten
wir einen getriebenen Schwingkreis. Die treibende Spannung sei U = Uy exp (iwt).
Wir interessieren uns fiir den resultierenden Strom I(t) = Iy exp (iwt + ¢). Anders
gesagt, wir suchen die komplexe Impedanz Z der Schaltung, dann kann I(t) =
U(t)/Z leicht berechnet werden.
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Abb. 4.20.: LC-Parallelschwinkreis komplex. A stellt ein Amperemeter zur Mes-
sung des Stromes dar.

In Abbildung 4.20 haben wir eine Parallelschaltung der Impedanzen Zs und Zj.
Die resultierende Impedanz ist dann

1 1 twL

Z: = =
= +tz wl+g; 1-w?LC

(4.1.103)

Damit ist das Problem kurz und schmerzlos gelost. Wenn wir Gleichung (4.1.103)
analysieren, realisieren wir, dass

lim Z=o0 (4.1.104)
w—(LC)~1/2

ist. Wir nennen die Kreisfrequenz

1
“= Jre

die Resonanzkreisfrequenz des ungedampften Schwingkreises, ein Resultat, das wir
in Abschnitt 4.1.9.7 iber die Losung einer Differenzialgleichung bekommen haben.

(4.1.105)

4.1.9.9. Gedampfter elektrischer Schwingkreis

Abb. 4.21.: SCHWINGKREIS mit WIDERSTAND
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163 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Der GEDAMPFTE SCHWINGKREIS enthélt neben dem Kondensator und der Spule
auch einen WIDERSTAND. Die Differentialgleichung des gedampften SCHWING-
KREISES ist

dl Q
L—+R-I+==0 4.1.106
a T tTe ( )
Wir differenzieren einmal und bekommen
d?I Rdl 1

T T To (4.1.107)
Analog zur Mechanik ist die % der Dampfungsterm. Das in der Mechanik berech-
nete Verhalten eines schwingungsfahigen Systems gilt auch fiir den elektrischen
SCHWINGKREIS.
Wenn der ELEKTRISCHE SCHWINGKREIS von einer WECHSELSPANNUNGSQUELLE
getrieben wird, ergeben sich die gleichen Phénomene wie bei einem getriebenen
Pendel, also auch eine Resonanz.
Anwendungen

o Schwingkreise zur SIGNALFILTERUNG in Radioempféangern
o Verhalten von langen Leitungen

e Verhalten elektrischer Maschinen

4.1.9.10. Gedampfter elektrischer Schwingkreis: komplex

Dieser Abschnitt bezieht sich auf den vorherigen Abschnitt 4.1.9.9. Hier betrachten
wir einen getriebenen Schwingkreis. Die treibende Spannung sei U = Uy exp (iwt).
Wir interessieren uns fiir den resultierenden Strom (t) = Iy exp (iwt + ¢). Anders

gesagt, wir suchen die komplexe Impedanz Z der Schaltung, dann kann I(¢) =
U(t)/Z leicht berechnet werden.

Abb. 4.22.: RL(C-Parallelschwingkreis komplex. Der Widerstand R gibt eine
Dampfung der Schwingung. A stellt ein Amperemeter zur Messung
des Stromes dar.

In Abbildung 4.22 haben wir eine Parallelschaltung der Impedanzen Zo, Z; und
R. Die resultierende Impedanz ist dann
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1 B 1 B iwl
I T 1 T 1 L
otz tr wl+Hgr+i l14+igw—w?LC

iwL

7 = (4.1.108)

Damit ist das Problem kurz und schmerzlos gelost. Wenn wir Gleichung (4.1.108)
analysieren, haben wir anders als beim ungeddmpften Parallelschwingkreis (4.1.103)
keine Nullstelle mehr im Nenner. Analog zum gedampften harmonischen Oszillator
ist

o= (4.1.109)

VLC

die Resonanzkreisfrequenz des ungeddmpften Schwingkreises und

= — 4.1.11
b= (41.110)

die frequenzproportionale Dampfung.

Ein mechanischer geddmpfter harmonischer Oszillator kann mit ei-
nem RLC-Parallelschwingkreis elektrisch simuliert werden.

Abb. 4.23.: Zweite Moglichkeit eines RLC-Parallelschwingkreises. Der Wider-
stand R gibt eine Ddmpfung der Schwingung. A stellt ein Ampere-
meter zur Messung des Stromes dar.

In Abbildung 4.23 haben wir eine Parallelschaltung der Impedanzen Z- und Z; +
R. Die resultierende Impedanz ist dann

1 1 R+ 1wl

1 T~ - 1 = .
7 T 7w sz~|—iwL+R 14+iRCw—w?2LC

7 = (4.1.111)

Damit ist das Problem kurz und schmerzlos gelost. Wenn wir Gleichung (4.1.111)
analysieren, haben wir anders als beim ungeddmpften Parallelschwingkreis (4.1.103)
keine Nullstelle mehr im Nenner. Analog zum gedampften harmonischen Oszillator
ist

Wo = ——— (4.1.112)
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165 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

die Resonanzkreisfrequenz des ungedampften Schwingkreises und

b=RC (4.1.113)

die frequenzproportionale Dampfung. Der Unterschied zur Schaltung in Abbildung
4.22 ist die Impedanz bei w — 0. Diese ist hier gleich R und damit ungleich null.

Abb. 4.24.: Dritte Moglichkeit eines RLC-Parallelschwingkreises. Der Wider-
stand R gibt eine Dampfung der Schwingung. A stellt ein Ampere-
meter zur Messung des Stromes dar.

In Abbildung 4.24 haben wir eine Parallelschaltung der Impedanzen Zs + R und
Z1,. Die resultierende Impedanz ist dann

7 1 B 1 _ wL—-CLRW
=1 T~ 1 T '
ot 7 R+mlc+m 1+4iRCw—w?LC

(4.1.114)

Damit ist das Problem wieder kurz und schmerzlos gelost. Wenn wir Gleichung
(4.1.114) analysieren, haben wir anders als beim ungedampften Parallelschwing-
kreis (4.1.103) keine Nullstelle mehr im Nenner. Analog zum geddmpften harmo-
nischen Oszillator ist

Wy = —— (4.1.115)

die Resonanzkreisfrequenz des ungedampften Schwingkreises und

b=RC (4.1.116)

die frequenzproportionale Dampfung. Der Unterschied zur Schaltung in Abbildung
4.22 ist die Impedanz bei w — oo. Diese ist hier gleich R und damit ungleich null.
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4.1.10. Elektromotoren

IFeld

Breid .
Rotorwicklung

4'.\’/
-

Stator

Kommutator

Schleifer

Achse
Rotor

Abb. 4.25.: Bestandteile eines Elektromotors. Links der Stator, rechts der Rotor
mit dem Kommutator.

Ein Elektromotor besteht aus zwei Teilen, dem STATOR, der das Magnetfeld H
erzeugt und dem ROTOR, der in diesem Magnetfeld rotiert. Die Richtung des
Stromflusses im ROTOR wird durch den KOMMUTATOR gesteuert.

Versuch 63: Versuch zur Vorlesung:
Elektromotor und -generator (Versuchskarte EM-101, Video)

Versuch 64: Versuch zur Vorlesung:

Elektromotor und -generator (Versuchskarte EM-101, Video (VPN
oder intern))

Versuch 65: Versuch zur Vorlesung:
Simulation Elektromotor (Versuchskarte Applet)

“
Versuch 66: Versuch zur Vorlesung:

Simulation von Gleich- und Wechselstromgeneratoren (Versuchskar-
te Applet)
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4.1.10.1. Rotierende Leiterschlaufe als Generator

Rotorwmklun
s " 'v’ *v ‘W””“HH\HIM\WmeHH‘

Generator

IFeld

Abb. 4.26.: Dieses Bild zeigt einen aufgebauten Elektromotor.

Wenn in Abbildung 4.26 das Feld des Stators existiert und der Rotor durch einen
externen Antrieb bewegt wird, wirkt die Einrichtung auch als Generator. Wir be-
trachten also zuerst den Elektromotor als Generator. Der Fluss durch die Leiter-
schlaufe mit N Windungen, einer Flache A und einem Widerstand R ist

¢p(t) = N B (Acos (0(t))) (4.1.117)

wobei © der Winkel zwischen der Normalen der Flache der Leiterschlaufe und der
Richtung des Magnetfeldes ist. Mit © = wt + 0 wird der zeitabhéngige Fluss durch
eine sich mit w drehende Leiterschlaufe

¢p(t) = NBAcos(wt + 9) (4.1.118)

Durch Ableiten erhélt man die Induktionsspannung

_d95(1) = —NBAE cos(wt+9) = NBAwsin(wt + 0) (4.1.119)

Uilt) = == dt

Die induzierte effektive SPANNUNG ist

t
1 NBA
Uepri = J T / (NBAwsin(wt + 5))2 = \/§w (4.1.120)
t=T

4.1.10.2. Rotierende Leiterschlaufe als Nebenschlussmotor

Wenn die Leiterschlaufe mit N Windungen mit SPANNUNG versorgt wird, arbeitet
sie als Motor. Die Leiterschlaufe habe, wie oben erwahnt, den Widerstand R. Die
angelegte Spannung sei Uy und konstant. Fiir die folgende Rechnung setzen wir
0=0.

Durch den STROM [(t) wird nach Gleichung (3.8.24) mit dem magnetischen Mo-
ment m = N A ein Drehmoment

T(t) = NAB-I(t) - sin(wt) (4.1.121)
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erzeugt'. Wéhrend in Gleichung (4.1.117) der Winkel ©(¢) der Winkel zwischen der
Flachennormale und der Richtung der magnetischen Induktion B ist, ist hier der
gleiche Winkel der Winkel zwischen dem magnetischen Moment der Leiterschleife
m(t) und der magnetischen Induktion B. Das Drehmoment ist nach Gleichung
(3.8.25) durch T'xgy = m X B gegeben. Das momentane magnetische Moment
héngt vom momentanen Strom ab, und damit auch das momentane Drehmoment.
Beide hangen damit von der wirkenden Spannung U,.(t) = Uy — U;(t) ab

Uty Uy—Ui(t) Uy NBA

I =="p"="75 R

Unser Motor hat einen Kommutator, der nach einer halben Umdrehung das Vor-
zeichen der angelegten Spannung invertiert. Wir miissen also mit den Stromen

wsin(wt) (4.1.122)

U.(t) Us—Uft) U, NBA

I.(t) = i 7 =R wsin(wt) (4.1.123a)
B U.(t) ~ —Uy— Ui(t) o NBA |
I.(t)= 7= 7 =-% 7 wsin(wt) (4.1.123b)
rechnen. Das Drehmoment wird dann
% B NBA

Twonr(t) = NAB-I(t) -sin(wt + 6) = NAB - ( wsin(w t)) - sin(wt)
(4.1.124)
Dabei muss fir I(t) die beiden Teilstrome eingeteilt werden. Das Drehmoment als

Funktion der Zeit ist dann

R

N? A% B2
Tysm(t) = R d sin?(wt)
NAB Up, wenn 2j7 < wt < (2j + 1)m;

(j €7Z) (4.1.125)

sin(wt) { —Upy, wenn (2j + )7 < wt < 2(j + ).

Das mittlere Drehmoment bei einem Motor, bei dem der Kommutator immer bei
dem Winkel, bei dem das Drehmoment null wird, das Vorzeichen éndert, ist bei
w=2n/T, T die Dauer einer Umdrehung.

T
1 AN ABU, N?A?B%w
Tronre :—/T t)dt = _ 41.12
NSMeff = J Nsm(t) e R ( 6)
Im Mittel ist das Drehmoment des ruhenden Motors
AN ABU,
Tnsmerf(0) = Tnsmmar = — =0 (4.1.127)
TR
Die maximale Drehzahl ist (wenn Tngaseff(Wimaz) = 0)
4U,
0 (4.1.128)

Wmar = "NTAB

IBeachte die Phasenverschiebung zwischen magnetischem Fluss und Drehmoment!
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169 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Diese Charakteristik (NEBENSCHLUSSMOTOR) hat man immer dann, wenn das
erregende Feld B unabhéngig von der Drehzahl ist, bei Permanentmagneten oder
wenn die Spule fiir die Erregerwicklung parallel zum Anker angeschlossen ist. Will
man die Drehzahl erh6éhen, muss man das Feld B schwéchen.

4.1.10.2.1. Gemittelte Betrachtung Die vorherige Betrachtung kann auch ge-
mittelt durchgefiihrt werden.

TNSM =NAB-I- sin(wt+ (5) (41129)

Das mittlere Drehmoment bei einem Motor, bei dem der Kommutator immer bei
dem Winkel, bei dem das Drehmoment null wird, das Vorzeichen andert, ist

NAB
TNSM,eff = 7] = NABIeff (41130)

Mit dem Widerstand des Ankers R kann man den mittleren Strom aus der wir-
kenden Spannung Uy — U5y, berechnet werden

U—Uysi Uy NAB

Ip=———¢cbt =9 4.1.131

Die angelegte Spannung Uj ist eine Gleichspannung, deshalb darf kein Effektivwert
berechnet werden. Damit hangt das Drehmoment von der Drehzahl ab

Uy NAB )_ NABU, N?A?B?

R — 4.1.132
7 R\/ﬁw wo | 32)

T o =NAB
NSM, ff(W) ( R \/§R

Das Drehmoment des ruhenden Motors ist also

N ABU,
TNSM,eff(O) = Tmax = TO (41133)

und die maximale Drehzahl (mit 7% s (wWiee) = 0) ist

v,
max_NAB

(4.1.134)

Verglichen mit Gleichung (4.1.128) hat sich nur der Vorfaktor geéndert, von 4/m ~
1.273 zu v/2 ~ 1.414. Mit der gemittelten Betrachtung iiberschitzen wir die ma-
ximale Drehzahl!
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4.1.10.3. Rotierende Leiterschlaufe als Hauptschlussmotor

<
—

Nebenschlussmotor

Hauptschlussmotor

Abb. 4.27.: Links ist die Schaltung des Nebenschlussmotors, rechts die des
Hauptschlussmotors gezeigt.

Ist wie beim HAUPTSCHLUSSMOTOR die Erregerwicklung in Serie zur Ankerwick-
lung geschaltet, gibt es keine maximale Drehzahl. Eine lange Zylinderspule (Lange
¢, Windungszahl N) hat das Magnetfeld

B(t) = ,uOJZI(t), (4.1.135)

sofern der Einfluss der Induktivitiat vernachléssigt werden kann. Diese wiirde fiir
eine Anderung der Amplitude und der Phase sorgen. Fiir andere Geometrien gilt
das gleiche Gesetz, aber mit einem geometrieabhangigen Vorfaktor K’.

Im statischen Falle ist der STROM nur vom Gleichstromwiderstand Rr der Erre-
gerspule abhingig. Sonst miisste R = Rg + Z, » verwendet werden.

N.
B(t) = B(Ig(t)) = K’MOTEIE(t) = K Ig(t) (4.1.136)
E
wobei alle Vorfaktoren in den Faktor K zusammengezogen wurden. Spannung und
Strom an der Feldspule oder Erregerspule hiangen tiber
di(t)
dt

Us(t) = I(t) R + L (4.1.137)

zusamien.
Der durch den Anker fliessende STROM ist mit U; () = —4% (N B(t) A sin(wt)) und
I(t) = Ig(t) sowie dem Resultat von Gleichung (4.1.137) gegeben.

_ Us = Us(t) ~ Ui(t)

R
Uy Rg  LgdI(t) 1 d :
=5 I(t) 7 T AR (N B(t) A sin(wt))| (4.1.138)

1(t)

Eingesetzt mit Gleichung (4.1.135) und 1(t) = Ig(t)

IO N ar L 1) sinw) (4.1.139)

RIt)=U,—I(t)Rp — L
(8) =Uo = I(t) R Bt dt
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und umgestellt

d , Lg (R+ Rg) B Uy
Wenn der Kommutator den Stromfluss im Anker umstellt, bekommt man
d , Lg (R+ Rg) B Uy
‘ (I(t) <—sm(wt)— NAK)) - = e (41140)

Die Losungen dieser beiden Differentialgleichungen miissen beim Umschalten des
Kommutators jeweils gleich sein. /(t) kommt nur linear vor, das heisst, man kann
die Gleichungen als komplexe Gleichungen schreiben, indem sin(wt) — i exp(iwt)
gesetzt wird. Weiter kann

I(t) = Z ar, exp(ikwt) (4.1.142)
k=0
gesetzt werden. Dies fithrt zu einer Rekursion fiir die Koeffizienten a. Noch un-
bekannt ist der Phasenwinkel zwischen den beiden
Die weitere Rechnung ist kompliziert. Man miisste auch die Induktivitat der Spulen
berticksichtigen.

4.1.10.3.1. Gemittelte Betrachtung Der durch den Anker fliessende STROM
ist mit Uesr; = N B(Ug) Aw/+/2 durch

Uy—Ug—Uyrs Uy Ug NB(Ug)A

I = = — - = - ——— 4.1.143
17 R R R V2 ( )
gegeben.
Da Ieff = ]E,eff und UE = RE . ]E,eff Sind, gllt
Uy Rg KNA
Iesr = " fjeff - 7R\/§ Teprw (4.1.144)
oder
Uo V2 Uy
lepp = RNA = (4.1.145)
R+Rp+*5"w V2R+V2Rp+ KN Aw
Damit wird das Drehmoment
Trsmers(w) = NAB(Legp)lesg = NAK IZ; (4.1.146)
Eingesetzt bekommt man
2NAKU?
Thsmerf(w) = 0 (4.1.147)

[VER+ V2R + KN Aw ?

Trsm,err(w) ist fir alle w grosser als null. Dieser Motor hétte, ohne Lagerreibung,
eine unendlich grosse maximale Drehzahl. Das Startdrehmoment fiir w = 0 ist

NAKU?

Re (4.1.148)

THSM,eff(()) = THSMnnax =
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Abb. 4.28.:

Nebenschlussmotor und Hauptschlussmotor

0 100 200 300 400 500

Kennlinien von Nebenschluss- und Hauptschlussmotoren aus der
gemittelten Betrachtung. Die Kurven wurden mit N = 1000, A =
0.00l m2, U =5V, R=0.1 Qund B = 0.1 T. Die beiden Motoren
sind so berechnet, dass sie das gleiche Startdrehmoment und dass
Rk = R/2 ist (eine verniinftige Annahme).

s

Versuch 67:

s

Versuch 68:

s

Versuch 69:

L

Versuch 70:

Versuch zur Vorlesung:
Drehstromgenerator (Versuchskarte Applet)

Versuch zur Vorlesung:
Asynchroner Drehstrommotor (Versuchskarte Video)

Versuch zur Vorlesung:
Schleifring-Drehstromasynchronmotor fiir Fahrstithle usw. (Ver-
suchskarte Video)

Versuch zur Vorlesung:
Einphasen-Asynchronmotor (Versuchskarte Video)

172

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN


https://www.vascak.cz/data/android/physicsatschool/template.php?s=mag_generator&l=de
https://www.youtube.com/watch?v=AQqyGNOP_3o
https://www.youtube.com/watch?v=JPn5Ou-N0b0
https://www.youtube.com/watch?v=JPn5Ou-N0b0
https://www.youtube.com/watch?v=awrUxv7B-a8

173 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Versuch 71: Versuch zur Vorlesung:
Linearmotor (Versuchskarte EM-113)

4.1.11. Betatron

Versuch 72: Versuch zur Vorlesung:
Betatron (Versuchskarte EM-167, Video)

Die Idee hinter der Konstruktion des Betatrons ist, dass bei einem zeitabhéngigen
B-Feld nach rot E = —0B/0t auch ein zeitabhéingiges E-Feld existiert.

Vakuumkammer Az
|

|
|
B(t) [T >y

|

|

Eisen |

“

R

Abb. 4.29.: Skizze eines Betatrons

Nach dem Induktionsgesetz rot E = —9B/0t hat das durch ein in die z-Richtung
zeigende Magnetfeld induzierte elektrische Feld keine z-Komponente. Nehmen wir
an, dass das E-Feld eine Radialkomponente hétte. Sie konnte zum Beispiel in
die y-Richtung zeigen. Rotieren wir die ganze Anordnung um 7 um die y-Achse
und kehren die Richtung des B-Feldes um, haben wir wieder die Ausgangsanord-
nung. Mit der Richtungsumkehr von B hat aber auch E die Richtung gedndert
(Induktionsgesetz). Dies ist aber im Widerspruch zur Ausgangssituation. Deshalb
kann es kein radiales E-Feld geben: das E-Feld ist tangential und beschleunigt die
geladenen Teilchen. Damit die Teilchen auf der Kreisbahn bleiben, muss
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m% —e v B(t) (4.1.149)
oder
mu(t) =p(t) =e-B-R (4.1.150)

Das zweite Newtonsche Axiom in tangentialer Richtung angewandt bedeutet

= — ¢E(t) (4.1.151)

Mit der Integralform des Induktionsgesetzes erhdlt man mit einer stationédren
Kreisbahn S(R) mit dem Radius R

7( B(t)-ds — B(t) - 2xR — —2 {[ Bt)-da= dBU) g (41152)

wobei B das iiber die Fliche des Kreises gemittelte B-Feld ist. Durch Kombination
der obigen Gleichungen und unter Berticksichtigung der Vorzeichen erhalten wir

5
=
o
oy
Q
ue]

ap\t) _ e v ab (4.1.153)

p(t) = —— - B(t) (4.1.154)

Der Vergleich mit der Bedingung fiir die Zentripetalkraft liefert die WIDEROE-
BEDINGUNG

B(t)=2- B(t) (4.1.155)

Diese Bedingung kann durch eine geeignete Wahl der Form der Polschuhe erreicht
werden.
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4.1.12. Skineffekt

AN
~_

A A A

A/

B stationarer Strom

hi_r ! IS

Wechselstrom

Abb. 4.30.: Berechnung des Skin-Effektes

Bei Gleichstrom in einem zylindrischen Leiter ist das elektrische Feld konstant iiber
dem Querschnitt. Nach dem Ampeéreschen Durchflutungsgesetz (Siehe Gleichung
(3.8.32)) ist das Magnetfeld proportional zum Abstand.

Fiir den Fall eines Wechselstroms mit niedriger Frequenz miissen wir das Indukti-
onsgesetz berticksichtigen. Nach dem Induktionsgesetz gilt fiir die zeitunabhéangige
Kurve S, die auf einer Ebene, in der auch die Zylinderachse liegt, liegt

dt

d
fE-ds:—— [ B-da (4.1.156)
5 A(S)

Fiir die eingezeichnete Schlaufe gilt (da ist antiparallel zu B)
d(-B)
dt

wobei wieder B das iiber die Fliche Ar - h gemittelte Magnetfeld ist. Als Zwi-
schenresultat bekommen wir:

h[E(r)— E(r—Ar)] =

(=h- A7) (4.1.157)

[E(r) — E(r — Ar)] _ d(B)

Ar dt
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Da der STROM zeitabhédngig ist, muss auch das FE-Feld ortsabhéngig sein. Ei-
ne homogene Stromverteilung bei Wechselstrom ist bei einem Ohmschen Leiter
nicht vereinbar mit dem INDUKTIONSGESETZ. Die Taylorentwicklung von Glei-
chung (4.1.156) liefert die betragsmaéssige Bedingung

OFE (r,t) 0B (r,t)
or a ot
Das elektrische Feld muss also bei Wechselstrom mit zunehmendem Abstand vom

Radius zunehmen. Da der Gesamtstrom gegeben ist, ist die Stromdichte an der
Oberflache konzentriert. Dies ist der SKINEFFEKT.

Anwendung

(4.1.158)

« Bei Uberlandleitungen wird um ein Stahlseil Kupfer (Luxusausfiihrung) oder
Aluminium (das Ubliche) gewickelt. Dies erhéht den WIDERSTAND kaum, da
der Skin-Effekt die Stromleitung bei 50 Hz auf etwa 1 cm Tiefe beschrankt.

Die Berechnung der Skintiefe kann nach Jackson | , Pp- 334-338]* aus dem
Ampereschen Gesetz Gleichung (3.8.32), dem Faraday’schen Gesetz Gleichung
(4.1.24) und dem mikroskopischen Ohm’schen Gesetz (3.2.2) abgeleitet werden.

Wir beginnen mit den drei Gleichungen

rot B =V X B = uugi (4.1.159)
rot E=V x E = _68? (4.1.160)
1=0F (4.1.161)
und damit
V x B = puugocE (4.1.162)

Wir nehmen mit Jackson eine harmonische Welle an, also B = By exp (iwt) und
E = Eqexp (iwt). Damit kénnen die obigen Gleichungen umgeschrieben werden

V x BO = /LILL()O'EO (41163)
V x E = —iwB, (4.1.164)

Wenn n der nach aussen zeigende Normalenvektor auf die Grenzfliche Vakuum-
Metall ist und ¢ die nach innen zeigende Koordinate ist, kann in der Néhe der
Oberflache der Nabla-Operator als

Vool (4.1.165)

3
geschrieben werden. Gleichungen (4.1.163) und (4.1.164) lauten dann

2Jackson rechnet im cgs-System!
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177 4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

—— (n X Bo) = /,L/L()O'EO (41166)

Um die beiden Gleichungen zu kombinieren, multiplizieren wir mit dem Kreuzpro-

dukt oder Vektorprodukt von links mit —na% und verwenden weiter, dass nach

(C81)ax(bxe)=(a-c)b—(a-b)cist.

02 0?
ez (m (X Bo)) = 55 (n Bo) .~ (m ) By)
= —,u,uoagf (n x Ey) = ippgowBy (4.1.168)

Diese Gleichung hat zwei Komponenten. Es gibt Summanden, die in die Richtung
von By zeigen und Summanden, die in die Richtung von n zeigen. Die Summan-
den fiir die beiden Richgtungen ergeben die folgenden zwei Gleichungen, da das
Resultat ja unabhéngig von den einzelnen Vektoren sein muss.

2

0 .
875230 + ippgowBy =0 (4.1.169)

n-By=0 (4.1.170)

Gleichung (4.1.169) ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Deshalb ma-
chen wir den Losungsansatz Bo(£) = B exp (af) und setzen

21 2
i ippoow = § = (4.1.171)
o2 oo W
und erhalten tiber
0? 2i
die charakteristische Gleichung
2i
a2+§ =0 (4.1.173)
die Losungen
21 — 1
oo pVE (4.1.174)

4] 4]

Das Vorzeichen + ist physikalisch sinnvoll (es gibt keine zunehmende Amplitude).
Damit ist besteht die Losung aus einem exponentiellen Abfall mit der Abfalllainge
0 und einem ortlich oszillierenden Teil, also

e oo (S)en(i(0-§)
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Damit ist

|2 1
5 = = (4.1.176)
HioOW /T ooV

die Skintiefe bei der Frequenz w eines Metalls mit der relativen Permeabilitat p
und der Leitfahigkeit 0. Aus Gleichung (4.1.176) kann abgelesen werden, dass

« die Skintiefe mit zunehmender LEITFAHIGKEIT abnimmt,
o mit zunehmender relativer PERMEABILITAT abnimmt und

e mit zunehmender FREQUENZ abnimmt.

1 Hz 16.67 Hz | 50 Hz | 100 Hz | 1 kHz | 10 kHz | 100 kHz
Kupfer 66 mm | 16mm | 9.3 mm | 6.6 mm | 2.1 mm | 660 pm | 21 pm
Aluminium 83mm | 20mm | 12mm | 83 mm | 2.6 mm | 830 pm | 26 pm
Eisen (= 10%) 1.6 mm | 390 pm | 230 pm | 160 pm | 50 pm | 16 pm | 5.0 pm
Edelstahl (. =300) | 25 mm | 6.0 mm | 3.5 mm | 2.5 mm | 780 pm | 250 pm | 78 pm
Meerwasser 230 m 55 m 32 m 23 m 7.1m 23 m | 710 mm
Leitungswasser 71km | 1.7km | 1.0km | 712m | 230 m 71 m 23 m

Tab. 4.2.: Skintiefen verschiedener Materialien (nach |

4.2. Energie des Magnetfeldes

R

> uw -
71

Abb. 4.31.: Berechnung der Energie im Magnetfeld
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179 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Wir betrachten eine mit einer Wechselstromquelle U(t) = Uy sin(wt) verbundene
reale Spule. Diese Spule wird modelliert durch einen WIDERSTAND R und eine
ideale Spule L. Die Differentialgleichung dieses Kreises lautet

Ult)=L-I(t)+R-1(t) (4.2.1)

Die stationdre Losung dieser Gleichung hat die Form

Is(t) = Iocos(wt — 0) (4.2.2)
Fiir den Fall, dass R < wlL ist, bekommt man

Ui
Is(t) = —ﬁ - coswt (4.2.3)
Die momentane Leistung der Spannungsquelle ist
U2 Uz 1
Py(t)y=U(t)-1(t) = —w—z -sinwt - coswt = —w—z ‘3 sin(2wt) (4.2.4)

Die Leistung der Spannungsquelle kann nur die Energie des B-Feldes dndern, da
wir keine dissipativen Elemente haben (R = 0). Wenn man die Differentialglei-
chung fir den Fall mit /(¢) multipliziert, bekommt man

. d (L
Pp=U®t)-I(t)=L-1-1=— (ﬂ) (4.2.5)
dt \ 2
Nun ist aber P = dE/dt. Damit ist die Energie des Magnetfeldes
L
Ep = 512 (4.2.6)

Um die Energiedichte eines Magnetfeldes zu berechnen betrachten wir eine Spule

B = ugnl (4.2.7)
mit der Selbstinduktivitat

L = pon*Al (4.2.8)

wobei A der Querschnitt der Spule und ¢ ihre Lénge ist. Eingesetzt in die Gleichung
fir die Energie F;, bekommt man

1 B\ B
2 om 2410
Deshalb ist die Energiedichte des B-Feldes
B2
v 2410 ( )

4.3. Magnetische Eigenschaften der Materie

Wir haben bei Magnetfeldern wie bei elektrischen Feldern zwei Grossen, die diese
Felder beschreiben. Bei elektrischen Feldern haben wir einerseits die materieunab-
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hdngige Grosse ELEKTRISCHES FELD E und die materieabhéngige Grosse DIELEK-
TRISCHE VERSCHIEBUNG D). Die beiden Grossen sind bei isotropen Materialien
parallel, miissen es aber nicht sein. Der Zusammenhang ist:

D =ceoFE = (14 xg)eoE (4.3.1)

Dabei ist € = 1+ y. die RELATIVE ELEKTRISCHE PERMITTIVITAT, eine Material-
konstante. Sie wird auch RELATIVE DIELEKTRIZITATSZAHL genannt und manch-
mal als e, geschrieben. xg ist die ELEKTRISCHE SUSZEPTIBILITAT und auch eine
Materialkonstante. Beide, € und x g konnen Tensoren sein.

Bei den magnetischen Feldern haben wir die materialunabhéngige Grosse MAGNE-
TISCHES FELD H und die materialabhidngige Grosse MAGNETISCHE FLUSSDICH-
TE oder MAGNETISCHE INDUKTION B. Analog zu den elektrostatischen Grossen
hangen diese tiber

B = ppuoH = (14 x) noH (4.3.2)

zusammen. Dabei ist 4 = 1 + x die RELATIVE ELEKTRISCHE PERMEABILITAT,
eine Materialkonstante. x ist die (magnetische) SUSZEPTIBILITAT und auch eine
Materialkonstante. Beide, 1 und x konnen Tensoren sein.

4.3.1. Kugeln im inhomogenen Magnetfeld

Bi Al (Fe)

Abb. 4.32.: Diamagnetische (Bi), paramagnetische (Al) und ferromagnetische
(Fe) Materialien im inhomogenen Magnetfeld.

Versuch 73: Versuch zur Vorlesung:
Dia- und Paramagnetismus (Versuchskarte EM-177, Video)

Versuch 74: Versuch zur Vorlesung:
Dia- und Paramagnetismus (Versuchskarte EM-177, Video)
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Versuch 75: Versuch zur Vorlesung:

Dia- und Paramagnetismus (Versuchskarte EM-177, Video (VPN
oder intern))

Materie im inhomogenen Magnetfeld zeigt drei verschiedene Verhalten:

diamagnetisches Verhalten Die Materie wird aus dem starken magnetischen Feld
herausgedriickt (x < 0).

paramagnetisches Verhalten Die Materie wird in das starke Feld hineingezogen
(x > 0).

ferromagnetisches Verhalten Die Materie wird in das starke Feld hineingezogen,
aber sehr viel starker als bei paramagnetischen Substanzen. Zudem zeigen
diese Substanzen ein remanentes Magnetfeld, auch wenn das dussere Ma-
gnetfeld wieder verschwunden ist (x(H)).

Es gibt alle moglichen Zwischenzustande in Materialien, so zum Beispiel

ferrimagnetisch 2 ferromagnetische Gitter mit antiparalleler Orientierung, die
sich aber nicht komplett kompensieren.

antiferromagnetisch Je nach Ausrichtung, permanente magnetische Momente kom-
pensieren sich (Spinwellen)

Abb. 4.33.: Kreisstrome als Ursache des Dia- und des Paramagnetismus

Die Materie im inhomogenen Magnetfeld verhélt sich wie wenn die Materie aus
einem Kreisstrom bestdnde. Auf diesen Kreisstrom wirkt, je nach Umlaufsinn eine
Kraft zum hohen oder zum niedrigen Feld. Das magnetische Moment der Kreiss-
trome ist beim DIAMAGNETISMUS antiparallel zu B. Beim PARAMAGNETISMUS
und beim FERROMAGNETISMUS zeigt das magnetische Moment in die Richtung
von B. Der Kreisstrom ist induziert, das heisst, dass seine Richtung von der von
B abhéangt. Die resultierende Kraft ist die Biot-Savart-Kraft (Siehe Gleichung
(3.8.16)). Sie ist proportional zum Produkt B x d€. Wenn man die Richtung des
Magnetfeldes umkehrt, wird auch d€ umgekehrt. Die Richtung der Kraft ist als
unabhéangig von der Richtung von B.
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Wenn der Kreisstrom (die Materie) sich auf der Symmetrieachse eines rotations-
symmetrischen inhomogenen Magnetfeldes befindet, ist

0B, (z,0)
0z

wobei m, das induzierte magnetische Moment des Kreisstromes ist.

F,=m,- (4.3.3)

4.3.2. Der Satz von Larmor

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 162])

Atomkern

Abb. 4.34.: Illustration zum Satz von Larmor

Wir hatten postuliert, dass das Verhalten der Materie in einem Gradienten eines
Magnetfeldes durch atomare Kreisstrome gegeben ist. Wenn wir ein Modell (nach
der Quantenphysik nicht realistisch) eines Atoms betrachten, bei dem ein einzelnes
Elektron auf einer Bahn mit dem Radius r sich um den positiv geladenen Kern
bewegt, ist der resultierende STROM

)
[ =—e— 4.3.4
627'('7’ ( )

Der Betrag des magnetischen Momentes ist dann

1
|m| = mr*l = Z€ VT (4.3.5)

Die Wirkung eines dusseren Magnetfeldes wird berechnet, indem man betrachtet,
wie ein einzelnes Atom auf ein von null anwachsendes dusseres Feld reagiert.
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183 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Abb. 4.35.: Langsames Einschalten eines Magnetfeldes fiir ein Elektron in einem
Atom. Im linken Schaubild sind die positiven Richtungen definiert.

Im Ausgangszustand ist die Zentripetalkraft Fy = —m.v?/r die Coulombanzie-
hung zwischen dem Elektron und dem Kern sowie durch die gemittelte Coulom-
babstossung durch die anderen Elektronen gegeben. Das anwachsende Magnetfeld
hat die gleiche Wirkung wie beim Betatron: es entsteht ein tangentiales E-Feld,
das das Elektron beschleunigt. Wir setzen die z-Achse nach oben an. In einem
rechtshandigen System ist dann

o das Magnetfeld: — B, Betrag: B
o die Geschwindigkeit: —v, Betrag: v
o die Zentripetalkraft: —F{, Betrag: Fy

o das induzierte elektrische Feld: E, Betrag: F

Wir setzen diese Grossen ein, um vorzeichenrichtig zu rechnen. Aus dem Indukti-
onsgesetz (Siehe Gleichung (4.1.22)) folgt

_ 995 _ " d(=B(t)) — dB(t) (4.3.6)

5(r)
Dabei ist ¢ = (—B) - A. Wir erhalten also

Die Beschleunigung des Elektrons (nicht-relativistisch) ist durch das zweite New-
tonsche Gesetz gegeben

(4.3.7)

My = —€- B = ——— . 223 (4.3.8)

Hier ist m. die Ruhemasse des Elektrons. Die Geschwindigkeitsanderung héngt
also mit der Magnetfeldénderung wie folgt zusammen

. dB (4.3.9)

2m,

Der gesamte Geschwindigkeitszuwachs des Elektrons ist also
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e-r

Av =

_ . B 4.3.10
o ( )

wenn B das Feld im Endzustand ist. Der Betrag der Geschwindigkeit hat also
zugenommen. Nun bewirkt das dussere B-Feld die Lorentzkraft

F,=—c-(—v) - (—B)e, (4.3.11)

die, nach der rechten Hand-Regel, zum Kreiszentrum zeigt. Die Zentripetalkraft
ist im Endzustand durch

_ Av)?
P, 20 AV (4.3.12)
T
Da v > Aw ist, konnen wir nach Taylor entwickeln
m
F ~ ——2(u>—92 - A 4.3.13
. ( v v) ( )
= _77%(24_2'0.6'7“.3)
T 2me
= _%02 —e-v-B
r
= Fy+ Iy

Die Lorentz-Kraft bewirkt also, dass die Elektronenbahnen fiir kleine Geschwin-
digkeitsanderungen sich nicht andern. Die LARMORWINKELGESCHWINDIGKEIT in
Abhéngigkeit der Zunahme der Bahngeschwindigkeit und der magnetischen Induk-
tion ist

Av  e-B
N=—=5 - (4.3.14)
und vektoriell geschrieben
Larmorwinkelgeschwindigkeit
Q=_"° (4.3.15)
" 2m, o

In einem mit der Winkelgeschwindigkeit €2 rotierenden System sind
die Elektronenbahnen im Atom unverandert.

Der SATZ VON LARMOR gilt allgemein, auch bei beliebiger Orientierung von Ma-
gnetfeld und Bahnebene des Elektrons. Der Satz von Larmor bildet die Grundlage
des Verstandnisses des Diamagnetismus.
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185 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Abb. 4.36.: Berechnung der Larmorfrequenz mit einem Kreisel

Man kann den SATZ VON LARMOR aus der Kreiseltheorie ableiten. Das Elektron
ist, bei einer Bahn mit konstantem Radius, ein starrer Korper. Dieser Kreisel hat
den Drehimpuls

L=m.-(rxv) (4.3.16)
Das magnetische Moment des Kreisstromes ist nach Gleichung (4.3.5)

e

m=——L (4.3.17)

2me

Der Kreisel erféhrt ein mechanisches Drehmoment (Siehe Gleichung (3.8.25))

T=mxB (4.3.18)
Der Drehimpulssatz bedeutet, dass

dL

- “pxB=_°

dt 2m. 2me.
Wir erhalten also eine Prazessionsbewegung des Drehimpuslvektors L um B mit

der Winkelgeschwindigkeit € (siehe auch [Marl4, Seite 190, Gleichung (6.3.30)])

BxL (4.3.19)

dL
— =QxL 4.3.20

Wir erhalten die

vektorielle Schreibweise der LARMORKREISFREQUENZ

€
Q=_—B 4.3.21
o (4.3.21)
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Bemerkung:

In der Physik wird manchmal auch der Ausdruck «Frequenzy» fiir die «Kreisfre-
quenz» gebraucht, eine ungenaue Ausdrucksweise.

4.3.3. Diamagnetismus

=

Abb. 4.37.: Berechnung des Diamagnetismus

Im diamagnetischen Atom ist die Summe aller magnetischer Momente der Elek-
tronen exakt null.

my=Y) m;=0 (4.3.22)
j

Man kann sich dies vereinfacht so vorstellen, dass jede Elektronenbahn von zwei
gegenlaufigen Elektronen besetzt ist. Ein diamagnetisches Atom hat deshalb, ohne
ausseres B-Feld eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Diese entsteht, weil
sich die einzelnen Elektronenbewegungen iiber die Zeit ausmitteln.
Wenn ein B-Feld eingeschaltet wird, beginnt diese kugelsymmetrische Ladungs-
verteilung mit der Larmorfrequenz zu prazedieren. Durch diese Prazession im Ma-
gnetfeld entsteht ein von null verschiedenes magnetisches Moment m 4, das zum
Diamagnetismus fithrt. Zur vereinfachten Berechnung nimmt man an, dass das
Atom eine homogen geladene Kugel ist mit der Ladungsdichte

pet = _(4/32;33 (4.3.23)

wobei Z die Kernladungszahl und R der Radius der Elektronenwolke ist.
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187 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Yy Ma

Abb. 4.38.: FEin einzelner Kreisstrom

Diese homogen geladene Kugel rotiert im dusseren Magnetfeld mit

0 e

=B 4.3.24
o (4.3.24)

Durch ein raumfestes Flachenelement fliesst der STROM

0L = pey-r-dr-dp-v(r,p) (4.3.25)

mit

v(r,p) =Q-r-sing (4.3.26)

Da die LADUNGEN negativ sind, ist das magnetische Moment m 4 entgegengesetzt
zu 2 und entgegengesetzt zu B, hier also nach unten, gerichtet. Dieses magnetische
Moment ist

dma (r,p) = Fliche - Strom = 7r? sin® o - §1 (4.3.27)

oder

dma(r,p) = wr’sin®@-py-r-dr-dp-v(r, o) (4.3.28)
= 7mrsin®¢ - pg-r-dr-dp-Q-r-sing
= 7risin® ¢ py - Q- dr-do

Der Betrag des gesamten magnetischen Momentes erhéalt man durch Integration
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iiber r und ¢ Er ist

R m
lma| = //&mA(r,go)drdgo (4.3.29)
00
R ™
= W'Pel-Q-/T4-dr-/sin3cp-dgo
0 0
R
= ﬂ.pel.Q./T4.dr.4
/ 3
B R 4
= T pe- ?55
Z-e R 4
= ”@9?5
B Z-e eB R 4
T ER om, 5 3
Z-e*-B-R?

10m,

Vektoriell geschrieben erhalten wir fiir das diamagnetische Moment

7 e R?
10m,

Diese diamagnetische Moment ist in allen Atomen vorhanden. Bei para-
magnetischen und ferromagnetischen Substanzen wird es unterdriickt.

my = B (4.3.30)

4.3.4. Magnetisierung
(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 170])

Abb. 4.39.: Atomare Kreisstrome

Die gesamte makroskopische MAGNETISIERUNG ist das mittlere magnetische Mo-
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189 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

ment pro Volumeneinheit

DAy My,

M(R) = =—=——
(R) AV

Dabei ist m,, das magnetische Moment eines Atoms oder einer Atomgruppe,

wobei AV ein geeignetes Volumenelement ist. Eine Probe heisst homogen magne-
tisiert, wenn M (r) unabhéngig vom Probenort ist.

Die Einheit der Magnetisierung ist [M] = A m~1.

Das externe Magnetfeld soll senkrecht zur Bildebene des obigen Bildes sein. Die
atomaren Kreisstrome miissen dann in der Bildebene liegen. Betrachten wir ein
Fliachenelement da, das senkrecht zur Bildebene liegt, dann stellen wir fest, dass
alle Kreisstrome zweimal durch dieses Ebenenelement gehen, einmal in positiver
und einmal in negativer Richtung. Bis auf die Stréome an den Réndern heben sich
alle Strome auf. Das heisst, dass das mittlere Stromdichtefeld

(4.3.31)

i=0 (4.3.32)

ist, da dI(a) = i - da. Nur die Stréme am Rand, die Oberflichenstréme mit der
Stromdichte j, konnen deshalb die Quelle der beobachteten makroskopischen Ma-
gnetisierung sein. Fiir eine Probe der Hohe Az ist der gesamte STROM an der

Oberflache

Al =Az-j (4.3.33)

Diese makroskopischen Oberflachenstrome erkldren die experimentellen Beobach-
tungen. Da fiir ein diamagnetisches Atom m entgegengesetzt zum Magnetfeld
gerichtet ist, und da damit auch die makroskopische Magnetisierung M entge-
gengesetzt zum Magnetfeld gerichtet ist, wird diese Probe wie beobachtet vom
Magnetfeldgradienten abgestossen.

Das magnetische Feld aller Kreisstrome muss identisch mit dem externen Feld B
sein. Nun ist aber das magnetische Moment eines Kreisstromes in geniigender Ent-
fernung nicht von der Flache dieses Stromes abhéngig. Deshalb muss die Summe
aller einzelner atomarer magnetischer Momente dem magnetischen Moment des
Oberflachenstromes gleich sein.

me-n-A-DNz=A-T=A-5-Az (4.3.34)

wobei n die Volumendichte der Atome ist. Die Oberflachenstromdichte

j=mg-n=M (4.3.35)

ist gleich der Magnetisierung.

4.3.5. Das magnetische Moment des Elektrons: Spin

Neben den von der Bahnbewegung herrithrenden magnetischen Momenten hat zum
Beispiel das ELEKTRON ein magnetisches Moment, das von seinem Drehimpuls s
(SPIN) herriihrt.
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Elektron

Abb. 4.40.: Elektronenspin

Zu diesem Drehimpuls oder Spin gehort ein entsprechendes magnetisches Moment
m,. Aus der Quantenmechanik weiss man, dass die Projektion des Spins auf eine
raumfeste Achse einen festen Betragswert

1h 1
=—— == 4.3.
59, 2h (4.3.36)
hat, wobei das Plancksche Wirkungsquantum durch

Sz

h=6.63-10"%Js (4.3.37)

oder mit 2wh = h
ha1073 Js

ist. Nach der Quantenmechanik gilt

my=—— s (4.3.38)
me
Nach der klassischen Mechanik (rotierende homogen geladene Kugel) wére m yiqs5 =
—(1/2);=s. Die Grosse des magnetischen Momentes eines Elektrons ist

172 2 s | = 26 h=1lug = 0927 107% A m? (4.3.39)
Me

auch bekannt unter dem Namen BOHRSCHES MAGNETON. Das magnetische Mo-
ment des Elektrons ist dann

m, = gupe; (4.3.40)

Hier ist g der LANDE-FAKTOR, der fiir die klassische Quantenmechanik und das
Elektron ¢ = —2 und gemessen g = —2.002 319304 361 82(52) ist[codata2017].
(52) ist die Unsicherheit der letzten zwei Stellen. Dieser Wert ist in Ubereinstim-
mung mit der QUANTENELEKTRODYNAMIK. g-Faktoren konnen auch fiir Atome
und andre Objekte definiert werde. Fiir das Proton erhalt man g, = 5.585694702(17)
[Cod17].

190 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, [ EIN



191 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

4.3.6. Paramagnetismus

(Siehe Kneubiihl, Repetitorium der Physik | , DPp. 262))

Bei paramagnetischen Atomen hebt sich das magnetische Bahnmoment der einzel-
nen Elektronen eines Atoms sowie deren von den Spins herriihrendes magnetisches
Moment nicht vollstandig auf.

ma 0 (4.3.41)

Das magnetische Moment eines paramagnetischen Atoms hat die Gréssenordnung
eines Bohrsche Magneton 1ug. Ohne dusseres Magnetfeld verschwindet die ma-
kroskopische Magnetisierung, da die einzelnen atomaren magnetischen Momente
ungeordnet sind. Im dusseren Magnetfeld ordnen sich die magnetischen Momente
teilweise, da die thermische Brownsche Bewegung, temperaturabhangig, fiir Un-
ordnung sorgt.

Die Magnetisierung kann mit der folgenden Uberlegung berechnet werden. Wir
setzen an

= (0,0,H) (4.3.42)
(m sin © cos ¢, m sin O sin ¢, m cos O)

= sinOdOd¢ = —d(cos ©)d¢

H
m
s

Die Energie des magnetischen Dipols m im Magnetfeld H hangt nur von © ab.
Wir machen eine Koordinatentransformation auf u = cos ©. Die Energie ist dann

Epit=-—my-B=—-my-(noH)=—pymaH cos© = —pymaHu (4.3.43)

Die Magnetisierung M, in der z-Richtung, der Richtung des Magnetfeldes H ist

M, = ‘1/ (Z mA)Z = nmy (cos ©) = nmy (u) (4.3.44)

Hier ist n = % die ZAHLENDICHTE der magnetischen Momente. Bei endlichen
Temperaturen missen die potentiellen Energien E,, nach der BOLTZMANNSTA-
TISTIK verteilt sein, also

Jo cos @e~Brot/kBTqQy— [27T [T cos O © sin OdOd¢
Jo e~ Prot/kBTdQ 2T [T ercos© gin OdOdg

mit z = ugmH/kgT. In der Koordinate v und nach Ausfithren der trivialen Inte-
gration iiber ¢ lautet die Gleichung

(cos ©) = (4.3.45)

1
xud
() = e (4.3.46)
S, e*udu
Wir wechseln auf & = —wu und erhalten
1 A —ril A
(u) = _ygerdi cothe — — = L(x) (4.3.47)

It e—widi x
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wobei L(z) die LANGEVIN-FUNKTION ist. Also ist

H
M, = nmAL<MOmA )

kT
mAB>
kgT

(4.3.48)

= nmAL<

th <mAB) kBT
= nmy |co —
A k BT m AB

wobei n die Zahlendichte der Spins ist.

Diese klassisch berechnete Magnetisierung ist fiir kleine Magnetfelder, also kT >
m 4B verifizierbar. Da fiir z < 1 die Reihenentwicklung L(z) = z/3 + O(z?) gilt,

bekommen wir das CURIE-GESETZ

M= }nmi
3 kT

Hier ist C' die volumenbezogene CURIE-KONSTANTE

B=yH= gH (4.3.49)

2
C = uong{f; (4.3.50)

Alternativ kann die Curie-Konstante auch mit molaren Grossen ausgedriickt wer-
den, indem wir m,,,; = Nam setzen.

2

m
Crol = mol 4.3.51
I = Mo 3R ( )

A -
y

H

Abb. 4.41.: Schematischer Verlauf der Magnetisierung (CURIE-GESETZ fiir klei-
ne B). Mg ist die Sattigungsmagnetisierung.

Die magnetische Induktion B ist durch das Magnetfeld H und die Magnetisierung
M gegeben

B = (M+ H) = o (x +1) H = popH (4.3.52)
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193 4.3 Magnetische Eigenschaften der Materie

Fiir ein homogenes Material zeigt Abbildung 4.42 den Zusammenhang zwischen
dem Magnetfeld |H|, der Magnetisierung |M | und der magnetischen Induktion
|B/1]. Wahrend die Magnetisierung M fiir grosse Magnetfelder H sattigt (alle
Dipole sind ausgerichtet), steigt die magnetische Induktion B weiter an, aber mit
kleinerer Steigung.

1 M i 1 2.Twp
Magnetisierungskurve HY-2 T
www, ufimages.

itp:/iwww.jaycar.cor

3
e
@

/
J

-15
~75000  -10000 ~5000 0 5000 10000 1500C
H/(A/m)

Abb. 4.42.: Beispielhafter Zusammenhang zwischen dem Magnetfeld |H|, der
Magnetisierung |M| und der magnetischen Induktion |B| fiir ein
isotropes Material

4.3.7. Ferromagnetismus

Versuch 76: Versuch zur Vorlesung:
Ferromagnetismus - Modellversuch (Versuchskarte EM-175)

Ferromagnetische Atome haben genau so wie paramagnetische Atome ein per-
manentes magnetisches Moment m 4. Im Gegensatz zu den Paramagneten bleibt
jedoch auch ohne dusseres Magnetfeld ein magnetisches Moment iibrig. Die Magne-
tisierung als Funktion des Magnetfeldes kann mit der unten stehenden Apparatur
gemessen werden.
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Oszilloskop R,

Abb. 4.43.: Messung der Hysterese eines Ferromagneten. Rot ist der Primaér-
kreis, griin der Sekundérkreis.

Versuch 77: Versuch zur Vorlesung:
Hysterese des Ferromagneten (Versuchskarte EM-205, Video)

Versuch 78: Versuch zur Vorlesung:
Hysterese des Ferromagneten (Versuchskarte EM-205, Video (VPN

oder intern))

Versuch 79: Versuch zur Vorlesung:
Hysterese des Ferromagneten (Versuchskarte EM-205, Video)

Unter Vernachlassigung der Selbstinduktion ist die Differentialgleichung fiir den
Sekundérkreis
dB(t) Q(t)
—A-——— — —~2 =Ry - L(t 4.3.53
e 0 (43.53)

Dabei ist Q(t) die LADUNG am Kondensator. Wir schreiben den STROM als zeit-
liche Ableitung der LADUNG.

A dB() _ Q) | dQ()
R2- dt —R20+ gt (4.3.54)
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Die Anregung in dieser Schaltung ist ein STROM I;(t), der die Frequenz w hat.
Also ist auch Q(t) eine periodische Funktion mit der gleichen Frequenz. Bei har-
monischen Funktionen gilt, dass dQ(t)/dt ~ wQ(t) ist. Wenn 1/RC < w ist, kann
der erste Term auf der rechten Seite vernachléssigt werden. Dann gilt

Q(t) = const - B(t) (4.3.55)

und damit fir die SPANNUNG am Kondensator

Uc(t) =Q(t)/C x B(t) (4.3.56)
Der Ausgangsstrom I(t) selber erzeugt das anregende Feld.

BA

\{

Abb. 4.44.: Hysteresekurve eines Ferromagneten

Diese Abbildung zeigt das skizzierte Resultat des obigen Versuches. Interessant
ist, dass bei I = 0, also ohne anregendes Magnetfeld, trotzdem ein Feld B # 0 ge-
messen wird. Diese Feld kann nur von einer nichtverschwindenden Magnetisierung
ohne dusseres Feld herrithren. Diese nichtverschwindende Magnetisierung M # 0
ist das Kennzeichen eines FERROMAGNETEN.

Andererseits gibt es zwei Punkte, bei denen das resultierende Magnetfeld null ist,
obwohl ein dusseres Magnetfeld angelegt wurde. Dies kann nur sein, wenn die
Magnetisierung im Material das aussere Feld gerade kompensiert.

Weiter nimmt fiir sehr grosse anregende Felder das resultierende Magnetfeld kaum
mehr zu. Man spricht von einer Sattigung der Magnetisierung.

o
Versuch 80: Versuch zur Vorlesung:

Magnetische Bezirke (Versuchskarte EM-178, Video (VPN oder in-
tern))
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Abb. 4.45.: Ferromagnetische Doménen

Das beobachtete Verhalten kann mit FERROMAGNETISCHEN DOMANEN, auch
Weisssche Bezirke genannt, erklart werden. Das Material besteht, wie oben skiz-
ziert, aus einer grossen Zahl kleiner Bereiche, die jeder seine eigene Orientierung
der Magnetisierung haben. Die gemittelte Magnetisierung hangt davon ab, wie
zufillig die Doméanen verteilt sind.

z A T B

B, =0
!
i o
,/
—<¢

T

Abb. 4.46.: Anderung der Dominenstruktur bei stirker werdendem #&usserem
Magnetfeld

Wird ein ausseres Magnetfeld angelegt, beginnen die Doménen, die beziiglich des
externen Feldes richtig orientiert sind, zu wachsen, die anderen schrumpfen. Die
makroskopische Magnetisierung wéachst, hinkt aber hinter der Anregung zurtick.
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197 4.4 Zusammenfassung: zeitlich verdnderliche Magnetfelder

Domanen édndern die Richtung ihrer Magnetisierung nicht, sie an-
dern nur ihre Grosse.

Bei der Anderung der Grosse der Doméinen miissen Doménenwinde verschoben
werden. Dies kostet Energie und zeigt sich als HYSTERESE. Dieser Energieverlust
bei der Grossendnderung stabilisiert aber auch die Doméanen.

BA

e

Abb. 4.47.: Loschen des remanenten Magnetismus

Um die makroskopische Orientierung der Doménen zum Verschwinden zu bringen,
muss man die ferromagnetische Substanz langsam aus einem Wechselfeld entfer-
nen. Das Bild oben zeigt die resultierenden Hysteresekurven. Die Hystereseschlaufe
wird so quasikontinuierlich auf einen Punkt, den Ursprung des Koordinatensystems
zusammengezogen.

Anwendung: Entmagnetisieren von Schraubenziehern, Léschen von Tonbéandern.

4.4. Zusammenfassung: Elektrodynamik: zeitlich
veranderliche Magnetfelder

Magnetischer Fluss Gleichung (4.1.4)
bp = H B -da
A

Lorentztransformation der EMK Gleichung (4.1.11)

Uk = Y0)Upnk
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Induktionsgesetz von Faraday Gleichung (4.1.22)
0
]{E-ds:—jf aB-da
s A(S)

Differentielle Form des Induktionsgesetzes von Faraday Gleichung (4.1.24)

0B
tE=—""
ro 875

Magnetfeld einer langen Spule Gleichung (4.1.37)

N
B = pug—1
“06

Fluss einer langen Spule Gleichung (4.1.38)

2

N
¢B:N-B-A:u07]-A:uon2A€I

Selbstinduktivitat einer langen Spule Gleichung (4.1.39)

2
= o8 _ ,uoﬂA = pon? Al

L —
1 14

Selbstinduktionsspannung Gleichung (4.1.42)

Ao, __pdI

R
dt dt

Ubersetzungsverhiltnis eines Transformators Gleichung (4.1.54)

Ubersetzungsverhiltnis eines Transformators fiir Leistungen Gleichung (4.1.56)

Usly = U1y

Maschenregel Gleichung (4.1.57)

Y. U= > Uj

vk Quellen vj Verbraucher
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Knotenregel Gleichung (4.1.58)

vk eines Knotens

Effektivspannung Gleichung (4.1.68)

Reelle Impedanz einer Spule Gleichung (4.1.78)

XL:(UL

Komplexe Impedanz einer Spule Gleichung (4.1.85)

ZL = qwlL
Reelle Impedanz eines Kondensators Gleichung (4.1.91)

Xe=—
¢ o0

Komplexe Impedanz eines Kondensators Gleichung (4.1.97)

1
Zo=——
¢ e

Berechnung nichtlinearer Gleichungen mit komplexen Impedanzen Beispiel Leis-
tung, Gleichung (4.1.86)

(U@)+U*(t)) - = (I(t)+ I"(t)) = usw.

N —
N | —

Schwingkreis Gleichung (4.1.107)

ﬂ+§ﬂ+i]_o
dt2  Ldt LC

Induzierte Spannung in Generator Gleichung (4.1.120)

NBAw
Uetri = NG

Drehmomentkurve eines Nebenschlussmotors Gleichung (4.1.126)

NAB <U NBA > _ NABU N2A%pB?

Too(w) = 2 (£ _
1@ =755~ ra" RV °o”R Y
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Drehmomentkurve eines Hauptschlussmotors Gleichung (4.1.147)

ONAK U2
[\/§R+\/§RE+KNAW}2

Tepr(w) =

Wideroe-Beziehung fiir das Betatron Gleichung (4.1.155)

B(t) =2 B(t)

Skin-Effekt Gleichung (4.1.158)

Skin-Tiefe Gleichung (4.1.176)

[2 1
5 p— pu—
[iflo0w  \/T[i{ioTV

Energiedichte des Magnetfeldes Gleichung (4.2.10)

B2
wp = —
v 2410
Larmorfrequenz Gleichung (4.3.21)
Q= iB
2m

Diamagnetisches Moment Gleichung (4.3.30)

7 .e2. R?
AL

A= T 0,

Magnetisches Moment des Elektrons Gleichung (4.3.38)

e
my=——s8
me

Langevin-Funktion Gleichung (4.3.47)

1
L(z) = cothz — —
T

Curie-Gesetz Gleichung (4.3.49)

1 nm? c
— Mg yH=ZH

M==
3 kT T
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Curie-Kontante Gleichung (4.3.50)

2

m
C= A
HoT 3%,
molare Curie-Konstante Gleichung (4.3.51)
2
m
Cmo — mol
1 = Ho 3R

Magpnetisierung und magnetische Induktion Gleichung (4.3.52)

B =puy(M+H)=p(x+1)H = popH
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5. Die Maxwellschen Gleichungen

5.1. Was wissen wir?

(Siehe Leisi, Klassische Physik II | , pp. 251])

Maxwellgleichungen werden gebraucht, um die Funktionsweise von
« Radiowellen
o Mikrowellen

e Mobiltelefonen

zu erklaren.

Bis jetzt kennen wir die folgenden Gleichungen um die elektrischen Phénomene zu
beschreiben:

Gausssches Gesetz (2.3.9) divD = pg I
Induktionsgesetz (4.1.24) rot E = -95 IT
Quellenfreiheit (3.8.43) divB = 0 ITI
Durchflutungsgesetz (3.8.35) rot H = 1 v

5.2. Auflosung des Widerspruchs zur
Kontinuitatsgleichung, Maxwellgleichungen

Zusatzlich zu den obigen Gleichungen muss die Kontinuitatsgleichung fiir LADUN-
GEN gelten

apel
ot
Diese Kontinuitatsgleichung ist im Widerspruch zum Durchflutungsgesetz. Dies
sieht man, indem man die Divergenz auf das Durchflutungsgesetz anwendet.

divi = — (5.2.1)

. apel

div (2) = T

= div rot H =0 (5.2.2)

im Widerspruch zur Kontinuitatsgleichung. Dieser Widerspruch wurde von MAX-
WELL aufgelost, indem er das Durchflutungsgesetz erganzt hat.

. 0D
rot H=14+ — (5.2.3)

ot
Die Grosse %—? hat die Dimension einer Stromdichte. Diese MAXWELLSCHE VER-
SCHIEBUNGSSTROMDICHTE macht das Durchflutungsgesetz mit der Kontinuitéts-



Die Maxwellschen Gleichungen 204

gleichung kompatibel. Der Strom ist bei dem modifizierten Durchflutungsgesetz

durch 5D
, = rot H — — 2.4
i=ro 5 (5.2.4)

Die Divergenz davon ist (mit div rot X = 0)

(5.2.5)

div i = — div <8D> 0 _9pd

i _“ (div D) =
ot g (VD) ==
Damit ist gezeigt, dass die Gleichungen I-III zusammen mit dem modifizierten

Durchflutungsgesetz auch die Kontinuitatsgleichung beinhalten.

5.3. Maxwellgleichungen

Dieser Satz Gleichungen wird die

MAXWELL-GLEICHUNGEN
div D = p I (5.3.1a
0B
rot £ =——— IT (5.3.1b
ot
div B =0 111 (5.3.1c
oD

genannt. (Urspriingliche Ableitung der Gleichungen: (2.3.9), (4.1.24), (3.8.43) und
(5.2.3))

Zusammen mit dem Kraftgesetz (siche (4.1.21))
F=gq - (E+vxB) (5.3.2)

hat man eine vollstandige Charakterisierung der Elektrodynamik fiir isotrope Ma-
terialien.

elektromagnetische Wellen vorhersagen kann.

Die Maxwellsche Verschiebungsstromdichte, die eingefiithrt wurde
um die Maxwellgleichungen mit der Kontinuitatsgleichung kompati-
bel zu machen, fithrt dazu, dass man aus den Maxwellgleichungen

auf dem Weg zur speziellen Relativitdatstheorie.

Die Maxwellgleichungen sind nicht invariant unter der Galilei-
Transformation. Diese Beobachtung war ein wichtiger Meilenstein
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205 5.3 Maxwellgleichungen

Die Integralform des modifizierten Durchflutungsgesetzes lautet

([ rot H -da= | <z+ ) - da = j{H ds (5.3.3)

A(S) A(S)

wenn man den Satz von Stokes (Siehe Gleichung (C.11.1)) anwendet. S ist eine
beliebige Kurve und A(S) die durch sie berandete Flache.

Das Gausssche Gesetz liefert

6,06l 0 . . oD
= — = — 3.4
5 = B (div D) = div < 5 ) (5.3.4)
Damit wird die Kontinuitétsgleichung
e . D oD
div ¢ + agtl =0= divz+ div (%t) = div <z + 815) (5.3.5)

Damit ist das Integral tiber die Fléche in Gleichung (5.3.3) unabhéngig von S.

Die Integralformeln der Maxwellgleichungen lauten (urspriingliche Ableitungen:
(2.3.7), (4.1.22), (3.8.42) und (5.3.3))

[| D-da=[[] pa(r)av 1 (5.3.6a)
\%

)
fE-ds=— ; || B-da 11 (5.3.6b)
J :

f B -da =0 11 (5.3.6¢)
AV

7<H ds = ﬂ (z + > .da IV (5.3.6d)

Der Unterschied zwischen der zweiten und der dritten Maxwellgleichung ist, dass
in der zweiten Gleichung iiber eine einfache, von der Kurve S aufgespannte Flache
A(S) integriert wird, wahrend in der dritten Gleichung iiber die das Volumen V'
einschliessende Flache A(V) integriert wird.

Die angegebenen Maxwellgleichungen gelten fiir alle Medien, auch mit tensoriellen
Eigenschaften. Dort benttigt man die beiden Materialgleichungen
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Die Maxwellschen Gleichungen 206

D =e50E (5.3.7a)
B = uuoH (5.3.7b)
1
E=¢c'-D (5.3.7¢)
€0
1
H=y'-B (5.3.7d)
Ho

um das elektrische Feld und die dielektrische Verschiebung, bzw. das magnetische
Feld und die magnetische Induktion miteinander zu verkntipfen, wobei ¢ und u
Tensoren sind.

Die Maxwellgesetze mit explizit eingesetzen Materialgesetzen lauten fiir beliebige
Materialien

godiv (eE) = pg I (5.3.8a)
0B
t E=—— 11 5.3.8b
ro oy ( )
div B =0 111 (5.3.8¢)
B ) 0(eE
rot (M_llM)) = <z+50 (8t )> v (5.3.8d)
in der differentiellen Schreibweise und
ff egoE - da = fj per(T)dV I (5.3.9a)
A(V) v
0
?{E ds=— o [[ B-da 11 (5.3.9b)
s A(S)
j B -da =0 11 (5.3.9¢)
A(V)
B 0(eE
f p =) ds = ] i+ BN a vV (5.3.9d)
5 Ho A(S) ot

in der Integralschreibweise. Beachten Sie, dass sowohl € wie auch p sowohl von der
Zeit wie auch vom Ort abhdngen kénnen!

5.4. Maxwellgleichungen in isotropen
zeitunabhangigen Medien

Die Maxwellgesetze beliebige isotrope und zeitunabhangige Materialien
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207 5.5 Anwendung der Maxwellgleichungen

1
div (E) = —p. I 5.4.1

iv (E) - (5.4.1a)

OB

tE=—— IT 4.1b

ro 5 (5 )

div B=0 ITT (5.4.1c)

E
rot B =y (z + eeoa(gt )> v (5.4.1d)

in der differentiellen Schreibweise und

[ 2 da=f]f —palr)aV I (5.4.20)

A(V)
B

j{E ds=— o [[ B-da 11 (5.4.2b)

5 A(S)
f B - da =0 111 (5.4.2¢)
A(V)

E
fB ds = [[ o (z + a&toa(at )) . da v (5.4.2d)
5 i)

in der Integralschreibweise.

5.5. Anwendung der Maxwellgleichungen

Beispiel: Anwendung

Wir betrachten einen langen kreiszylindrischen Leiter mit dem Durchmesser R,
aus dem eine Scheibe mit der Dicke d < R herausgeschnitten wurde. Dieser Leiter
werde an eine Gleichstromquelle mit /(t) = Iy angeschlossen. Die Endflichen beim
herausgeschnittenen Stiick wirken wie ein Kondensator. Also ist

Q) =1Iy -t (5.5.1)

Da wir eine zeitlich konstante Situation haben, sind alle zeitlichen Ableitungen
null. Mit der Integralform des Gaussschen Gesetzes bekommt man mit einer ge-
schlossenen Fliache A, die eine Kondensatorplatte beinhaltet

€0 fj E - -da = jff pPadV (5.5.2a)
A V(A)
soE(t)TR* = Q(t) (5.5.2b)

wobei wir berticksichtigt haben, dass innerhalb des Leiters sowie ausserhalb des
herausgeschnittenen Stiickes E = 0 gilt. Damit erhalten wir
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Q) _ Io(t) , g
E(t) = — —_—
(t) 807TR2 507TR2t o

t (5.5.3)

Dabei ist ig die Stromdichte im Draht, nicht in der Liicke. Das VEKTORFELD

(. 8E>
? +€OE

ist homogen im ganzen Zylinder, einschliesslich des herausgeschnittenen Stiickes.
Im Leiter ist E = 0, also
1o
= —— 5.5.4
07 1R2 ( )
Im herausgeschnittenen Stiick ist ¢ = 0 und damit
‘ 0 Ip(t) 1y ,
i =¢go— t= =1 5.5.5
0ot eomR? T R2 0 ( )
Deshalb muss B iiber den ganzen Leiter, inklusive des herausgeschnittenen Stiickes,
tangential und translationsinvariant entlang des Leiters sein.

_ Mo, T .
B(r) = 271']0 5 fir r<R (5.5.6)
sowie
N 1 .
[ - > .0,
B(r) 271']0 . fur r>R (5.5.7)

Der Maxwellsche Verschiebungsstrom bewirkt also, dass die Stromverteilung im
Leiter in den Zwischenraum verschoben wird. Das modifizierte Ampeéresche Durch-
flutungsgesetz ist die physikalische Rechtfertigung fiir den umgangssprachlichen
Ausdruck der Strom fliesst durch den Kondensator.
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6. Elektromagnetische Wellen

6.1. Die Wellengleichung im Vakuum

Im VAKUUM gibt es keine Teilchen, also auch keine geladenen Teilchen. Wir konnen
also setzen:

pez(T‘) =0
i(r)=0
Damit lauten die Maxwellgleichungen | | in der Integralform
[[ D-da=0 I (6.1.1a)
A(V)
7§E ds—— 2 [ B-da 11 (6.1.1b)
ot o
S (S)
j B - da =0 I (6.1.1c)
A(V)
0
%H - ds =¢e¢gg jj aE -da IV (6.1.1d)
S A(S)
oder in der differentiellen Form
div D =0 I (6.1.2a)
0B
t E=—— II 6.1.2b
ro T ( )
div B =0 IT1 (6.1.2¢)
D
rot H :8@t IV (6.1.2d)

Im Vakuum ist B = poH sowie D = ¢gF sowie p = 1 und € = 1. Zur Ablei-
tung der Wellengleichung sind die differentiellen Maxwellgleichungen besser als die
integralen geeignet. Wir verwenden ppgg = 1/¢® und erhalten also
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div E =0 1 (6.1.3a)
0B
t EF=— — 11 6.1.3b
ro T ( )
div B =0 ITI (6.1.3¢)
OF 1 0F
t B = e — IV 6.1.3d
ro Hoco gy = 2 ot ( )

Die Maxwellgleichungen im VAKUUM (Gleichung (6.1.3)) sind symmetrisch beziig-
lich £ und B. Wir nehmen die Rotation der zweiten Maxwellgleichung.

0B 0
t rot E=—-rot — = ——rot B 6.1.4
rot ro rot — 5 '© ( )
Indem wir die Austauschbarkeit von Ableitungen verwenden. Nun setzt man die
vierte Maxwellgleichung in die zweite Gleichung ein. Wir erhalten eine Differenti-

algleichung fiir E allein.

¢ ¢ E 0 10F 1 9°E
rot ro - =
ot c? ot c? Ot?

(6.1.5)
Nun gilt die Vektoridentitét

rot rot E = grad div E — div grad F = grad div E — AE (6.1.6)

Wegen der ersten Maxwellgleichung verschwindet der erste Term auf der rechten
Seite. Also lauten die WELLENGLEICHUNGEN

O*E

=7 = AE (6.1.7)

sowie nach einer analogen Ableitung fir B

0’B

e *AB (6.1.8)

Die nicht-trivialen Losungen der WELLENGLEICHUNGEN heissen ELEKTROMA-
GNETISCHE WELLEN. Dieses Phanomen ist implizit in den Maxwellgleichungen
enthalten, die aus makroskopischen Experimenten abgeleitet wurden. Die WEL-
LENGLEICHUNG beschreibt alle Wellenphdnomene aus der Kommunikationstech-
nik, der OPTIK und der Wechselwirkung von Atomen und Molekiilen untereinan-
der, fir Abstdnde von 1nm oder mehr. Die Maxwellgleichungen sind invariant unter
der LORENTZ-TRANSFORMATION, nicht aber unter der GALILEI-TRANSFORMATION.
In jedem Inertialsystem im Vakuum ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

1

~3-10% -1 6.1.9
v/ Ho€o e ( )

C =
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211 6.2 Allgemeine Lésung der Wellengleichung

Damit haben die Maxwellgleichungen implizit schon 1864 die spezielle Relativi-
tatstheorie vorweggenommen.

In Medien ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit entsprechend

1 1
Cm = = e
VHHOEEY 4/ HE

wobei p die relative Permeabilitat und e die relative Permittivitat ist.

(6.1.10)

6.2. Allgemeine Losung der Wellengleichung

Es gibt eine grosse Klasse von Funktionen (skalar oder vektoriell), die die Wellen-
leitergleichung l6sen. Im Folgenden besprechen wir skalare Funktionen, die aber
auch als eine Vektorkomponente aufgefasst werden konnen. Alle Funktionen, die
nur von einer skalaren Variablen

u=k- -r—uwt (6.2.1)

abhangen losen die Wellengleichung, wenn sie gentigend oft stetig differenzierbar
sind. Wir betrachten die Funktion f(u) = f(u(r,t)). und setzen sie in 2A f(u(r,t)) =
(02/0t?) f (u(r,t)) ein. Die Kettenregel der Differentiation ergibt fiir u = k-r—wt =
kpx + kyy + k.2 — wt

0 _ Of(u) Ou
% 0 [0f(ulw,y,21) O
98 (U(l'ay,Z,t))—a' l u aen
L Pfw) 0w 0w 0f(ulmy,nt) Pu
S O0ur Ot Ot du ot
Rf(u) (ou)’
== | 5 (6.2.2b)
Die letzte Umformung in Gleichung (6.2.2b) beruht auf
02 0?
@u(r, t) = e (kpyr + kyy + k.2 —wt) =0
Da (0/0t)u = —w ist, ist auch
0 _0fw)
Pyl (u(z,y,2,t)) = 52 Y (6.2.3)

Analog erhalten wir fiir die Raumkomponente x
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0
%f(u(x,y,z,t)): ];7) gz (6.2.4a)
0? 0 |0f(u(z,y,z,t)) 0
22 <“<x7yﬂz=t>>:ax'[ S aﬂ

_ Pf(u) Ou Ou 8f(u(x,y,z,t)) 0?u

T oo Ox % Ju 02

02 0
- af;(;‘) : (é;;) (6.2.4b)

Also ist wieder mit % = 0 und zyklisch fiir z,y,

Af(r,t) = Af(u(r,t))

(88; (u(z,y, z,t) ) ( u(z,y, z, t))) + <88Z22 (U(%yvz7t))>
0
ay"

o ()« () + 3

(k + k2 kQ)

(9u2

au2 ( ) (6.2.5)

Damit lautet die Wellengleichung mit Gleichung (6.2.2b), Gleichung (6.2.4b), Glei-
chung (6.2.3) und Gleichung (6.2.5)

EANf(r,t) = AAf(k -1 — wt) = aif(k:r wt) = 8t2f< t)

ot
20/ 2 _ P f(u
8u(2) (v) = au<2)""2

Ak? = 2 |k|? = w? (6.2.6)

Damit kénnen wir sagen:

Jede Funktion E(u) mit u = k- r — wt ist eine Losung der Wellen-
gleichung
82
CAE((u(r,t)) = 0t2E( u(r,t)), (6.2.7)
sofern "
c=-— (6.2.8)
|
gilt.
212
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213 6.3 Elektromagnetische Wellen im Doppelleitersystem

Aus den Gleichungen (6.1.3) kann die ORIENTIERUNG VON k, E UND B berechnet
werden. Wir verwenden die Gleichungen (6.2.7) und (6.2.8) und schreiben alle
Ableitungen nach z, y, z und ¢ als Kettenableitungen zuerst nach u. Wenn E(u)
aus der Wellengleichung bekannt ist, verwenden wir die II. Maxwellgleichung aus
(6.1.3) und erhalten

dz %%
0 ou d d
= ot (u) = E%B(U) = W@B(U)
d d
k x %E(u) = w%B(u) (6.2.9)

Wir haben dabei verwendet, dass du/dx = k,, du/dy = k,, du/dz = k, und
du/dt = —w. Damit ist auch (du/dz,du/dz,du/dz)" = (ky, k,, k.)" = k. Integrie-

ren wir die Gleichung (6.2.9) nach u erhalten wir

kx E=wB (6.2.10)

k, E und B bilden in dieser Reihenfolge ein RECHTSHANDIGES
DREIBEIN. Die drei Vektoren stehen paarweise rechtwinklig aufein-
ander.

Hatten wir die Wellengleichung fiir B gelost, hatten wir die Beziehung

w
kxB=-"F (6.2.11)

bekommen. Diese Beziehung (6.2.11) ist aber unter Verwendung von (6.2.8) iden-
tisch mit (6.2.10).
Betragsmassig haben wir im Vakuum weiter die Beziehung

|E| =c|B|. (6.2.12)

6.3. Elektromagnetische Wellen im
Doppelleitersystem

Wir untersuchen die Wellenphdnomene an 3 Testsystemen,

A. Doppelleitung oder LECHER-LEITUNG, die besonders einfach auszumessen
ist
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B. Der Doppelleitung aus parallelen Ebenen, die wichtig fiir die Printplatten-
technologie ist und besonders einfach zu berechnen ist

C. dem Koaxialkabel, der technisch wichtigen Anwendung fiir Verbindungen.

Versuch 81: Versuch zur Vorlesung:
Lecherleitung (Versuchskarte SW-025, Video (VPN oder intern))

Versuch 82: Versuch zur Vorlesung:
Koaxialleitung (Versuchskarte SW-085, Video)

Abb. 6.1.: 3 mogliche DOPPELLEITERSYSTEME. Links die Lecherleitung, in der
Mitte eine Doppelleiterleitung, wie sie bei Printplatten tiblich ist und
rechts ein Koaxialkabel

Wenn man das Doppelleitersystem mit elektromagnetischen Wellen mit einer Wel-
lenlénge von etwa A = 1 m speist, beobachtet man folgendes

1. Das am Ende offene Doppelleitersystem zeigt Knoten und Béuche des E-
und des B-Feldes in Richtung des Wellenleiters. Der Abstand der Intensi-
tatsmaxima betragt A/2 fiir beide Felder. Die Maxima der E-Feldes sind
gegen denen des B-Feldes verschoben. Wir haben stehende Wellen.

2. Das am Ende mit einem Kurzschlussbiigel versehene System zeigt das gleiche
Verhalten wie vorher. Die Maxima sind jedoch verschoben. Wieder haben wir

stehende Wellen.

3. Wenn das Doppelleitersystem mit einem WIDERSTAND von etwa 400€) ab-
geschlossen ist, verschwinden die Maxima. Es gibt keine stehenden Wellen.

4. Die Richtungen von E und B sind analog wie beim Kondensator.
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215 6.3 Elektromagnetische Wellen im Doppelleitersystem

Ansicht von unten
Seite mit Wellenleitern

Ansicht von oben
Bestiickungsseite

Abb. 6.2.: 800 MHz-Breitbandverstarker fiir Fernsehsignale. Auf der Unterseite
sind die Wellenleiterstrukturen sichtbar (Mittlere Struktur in Abbil-

dung 6.1)

Abbildung 6.2 zeigt beispielshaft eine Hochfrequenzschaltung. Die Wellenlénge der
verstiarkten Signale ist zwar einiges grosser als die Schaltung. Die auf der Untersei-
te sichtbaren Wellenleiterstrukturen verhindern eine unkontrollierte Abstrahlung

elektromagnetischer Energie.

esi}

Abb. 6.3.: Magnetfelder und elektrische Felder bei einer Lecherleitung.

215
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i

<v

B

Abb. 6.4.: Magnetfelder und elektrische Felder bei einer Doppelleitung aus par-
allelen Platten

Wir setzen fiir die E-Welle in der Geometrie der obigen Zeichnung an

E.(z,t) = —Eycos(kz — wt) (6.3.1)
E,(zt) = 0
E.(z,t) = 0

B, (z,t) = 0 (6.3.2)
E

By (z,t) = ——2cos(kz — wt)
&

B.(z,t) = 0

gegeben ist. Auch diese Gleichung erfiillt sie Wellengleichung. Wir verwenden die
zweite Maxwellgleichung, um zu zeigen, dass die Kopplung richtig ist. Wir schrei-
ben rot E = —(0/0t)B in Komponenten

(6EZ  9E, 0E, OE. JE, 3Ex> _ (an 0B, 832) (6.3.3)

oy 0z 0Oz Ox’ Ox oy ot ot ot

Die x- und die z-Komponenten sind null, nach der Voraussetzung. Die y-Komponen-
te lautet

oF, __%
9z Ot

(6.3.4)

Mit ¢ = w/k ist diese Kopplungsgleichung, die zweite Maxwellgleichung erfiillt.
Die vierte Maxwellgleichung ist ebenfalls erfiillt. Aus ihr erhélt man

0B,  ,0B,

ot o0z

(6.3.5)
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1]

T~

L

N

[ssT)

AN

Abb. 6.5.: Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen

Diese elektromagnetischen Wellen im Innenraum zwischen den beiden Leitern miis-
sen auch in den angrenzenden Leitern Ladungswellen und Stromwellen erzeugen,
die mit den Maxwellgleichungen kompatibel sind. Fiir die LADUNGEN gilt mit der
ersten Maxwellschen Gleichung fiir die Oberflachenladungsdichte

o (z,t) = —eob, (2,t) = eoFyp - cos(kz — wt) (6.3.6)

Die Oberflachenladungsdichte ist eine fortlaufende Welle. Die Erhaltung der elek-
trischen LADUNG bedingt fiir die Oberflichenladungsdichte in einem Abschnitt
der Breite b

b-[j(z+dzt) —j(z,t)] = —Gaéi’t) b-dz (6.3.7)
und damit
9j (z,1) _ (2,t) = ¢eoFy - w - sin(kz — wt) (6.3.8)

0z ot

Die Integration iiber z und die Verwendung von ¢ = w/k ergibt

J(z,t) = eoEy - ¢ - cos(kz — wt) (6.3.9)
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A

A

A
A 4

|To
A A
Im
<

= ® - © -0 -0 - 0 -

Abb. 6.6.: Integrationspfad zur Anwendung des vierten Maxwellschen Gesetzes

. oE
Mit dem vierten Maxwellschen Gesetz j{ B-ds = jf o (z + €9 8t> -da erhalten
S A(S)
wir mit dem eingezeichneten Integrationsweg, da der Term mit E keinen Beitrag
gibt (er liegt in der Integrationsebene)

—By(z,t) -h=po-h-j(zt)=po-h-eo-Ey-c-cos(kz — wt) (6.3.10)
Mit gg - g = 1/ folgt

E
By (z,t) = —70 - cos(kz — wt) (6.3.11)

eine identische Gleichung zu der im Zwischenraum abgeleiteten. Die Losung fiir
die auf dem Zweileitersystem transportierten Wellen ist also kompatibel mit den
Maxwellgleichungen. LADUNGEN und Strome bewegen sich als Wellen auf der In-
nenseite der Leiter.

6.3.1. Wellenwiderstand

Durch die in Abschnitt 6.3 abgeleiteten Gleichungen sind an jedem Ort z entlang
des Doppelleitersystems und zu jeder Zeit ¢ die lokal fliessenden Strome [(z,t)
und die elektromotorische Kraft (Spannung) Ugyi(z,t) gegeben. Wenn wir nun
an einer festen Stelle z in Gedanken einen ohmschen Widerstand zwischen den
beiden Leitern einfiigen, so muss dieser WIDERSTAND einen vom Wellenleitersys-
tem gegeben Wert haben, dass die elektromotorische Kraft Ugy i (z,t) genau den
Strom I(z,t) durch den WIDERSTAND treibt. Ugp i und I sind dabei von der
Wellengleichung gegeben. Nur wenn der WIDERSTAND angepasst ist, also wenn

oben
Ui (2, 1) = / E-ds=—d E,(s,t)=d-Eo-cos(kz —wt)  (6.3.12)
unten

gilt, wird aller Strom verbraucht. In allen anderen Féllen bleibt Strom iibrig, der an
der Stelle reflektiert werden kann, oder die elektromotorische Kraft treibt zuséatz-
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219 6.3 Elektromagnetische Wellen im Doppelleitersystem

lichen Strom durch den WIDERSTAND: dieser wird mit umgekehrtem Vorzeichen
reflektiert.

Der gesamte Oberflichenstrom auf der oberen Platte an der Stelle z ist

I(z,t)=b-j(2,t)=b-eg- Ey-c-cos(kz —wt) (6.3.13)

Wenn man an einer beliebigen Stelle das Doppelleitersystem entzweischneidet und

dort den WIDERSTAND
g = Yemk (5:1) _d [0 (6.3.14)
I(z,t) b\ e e

den WELLENWIDERSTAND, anschliesst, gibt es einen reflexionsfreien Abschluss,
wir haben eine reine fortlaufende Welle. Das gleiche gilt fiir jede beliebige fortlau-
fende Welle, auch wenn sie nicht harmonisch ist.

Das Zweidraht-Doppelleitersystem hat den Wellenwiderstand

1 4a o
Sl N (el et 3.1
R Wn<d> = (6.3.15)

R = ,/? — 377 Q (6.3.16)
0

ist der Wellenwiderstand des Vakuums.
Der Wellenwiderstand ist wichtig fiir das korrekte Arbeiten von Hoch- und Hochst-
frequenzschaltungen.

Die Grosse

B:58ns TR:Y1sAC Dt:10.0ns B:'Séns TRY15AC D¢:10.0ns B:Sons TRY1sAC Dt:10.0ns
: s g s s

# ' ] H
¥1:50myU~ y2:58mlU~ ALT &t:274ns ¥1:58mU~ y2:58ml~ ALT At:274ns

BSéns TRYISAC D¢:18.6ns B:58ns TR:Y1s5AC Dt:18.8ns

.

] ] H
Y1:/50mY)~ ya:Semi~ ALT &4t274ns V1 :SOmh)~ y2:50nis~ AT St274ns

Abb. 6.7.: Pulse in einem Koaxialkabel. Oben links: korrekter Abschlusswider-
stand, Oben Mitte zu kleiner und rechts zu grosser Abschlusswider-
stand. Unten links ein Kurzschluss und rechts ein offenes Ende.
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Wellenleiter (KOAXIALKABEL, LECHERLEITUNGEN, HOHLLEITER) erzeugen nur
dann keine Reflexionen, wenn sie mit einem Abschlusswiderstand mit dem Wert
ihres Wellenwiderstandes abgeschlossen werden (Sieche Abbildung 6.7).

6.3.2. Stehende Wellen

Versuch 83: Versuch zur Vorlesung:
Stehende Wellen (Versuchskarte SW-032, Video)

Versuch 84: Versuch zur Vorlesung:
Stehende Wellen (Versuchskarte SW-032, Video (VPN oder intern))

Stehende Wellen werden aus zwei fortlaufenden Wellen mit entgegengesetztem
Wellenvektor k zusammengesetzt. Dabei miissen E, B und k in dieser Reihenfolge
ein Rechtssystem bilden'. Die nach rechts laufende Welle wurde schon berechnet
(hier sind nur die von null verschiedenen Komponenten angegeben)

E,(z,t) = —Ey cos(kz — wt) (6.3.17a)
E
By (z,t) = —70 cos(kz — wt) (6.3.17b)

Die nach links laufende Welle ist dann gegeben durch (Rechtssystem!)

E! (z,t) = —Egcos(kz + wt) (6.3.184a)
Eq
B, (2,t) = - cos(kz + wt) (6.3.18b)

Die Superposition der beiden Wellen ergibt die folgenden nicht verschwindenden
Komponenten

A

E, (z,t) = —2E; cos(kz) cos(wt) (6.3.19a)

- E

B, (z,t) = —2—2 sin(kz) sin(wt) (6.3.19b)
c

Im Gegensatz zu laufenden Wellen sind bei stehenden Wellen die
Orte der Extrema (Maxima oder Minima) der E- Felder und der
B-Felder gegeneinander um \/4 verschoben.

Sensoren, die auf elektrische Felder empfindlich und Sensoren, die auf magnetische

"'Wegen der Rotation in den Maxwellgleichungen!
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221 6.4 Poynting-Vektor und Energiefluss

Induktionen empfindlich sind, zeigen Extrema im Abstand einer halben Wellenléan-
ge. Die Extrema von E und B sind dann um \/4 gegeneinander 6rtlich verschoben.

6.4. Poynting-Vektor und Energiefluss

== —
3 % I S e
8 8 8 & ®
8 8 8 8 ®
® o8 ee ,C Ceo — ¢
e © 8 8 ® SR
B %%9°%°%E E. |
- - _ _ — ﬁ_ A 4 '_ - vV vy
—

Abb. 6.8.: Berechnung des Poynting-Vektors

Wir hatten gesehen, dass das elektrische wie das magnetische Feld eine Energie-
dichte haben. Da sich bei Wellen diese Felder mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreiten,
muss es einen Energiefluss geben. Wir betrachten einen Rechteckpuls auf einem
Zweileitersystem. Der Energiefluss durch eine raumfeste Fliche A = b - d bezeich-
nen wir mit S,, dem Energiefluss pro Flachen- und Zeiteinheit. Die in der Zeit dt
transportierte Energie ist

1
S.-A-dt=|LE2+ B
2 2410

Fiir beliebige fortlaufende Wellen im Vakuum gilt

) “A-dt-c (6.4.1)

2
Y

B, (z) — iE (2, 1) (6.4.2)

Wir kénnen damit die Gleichung (6.4.1) symmetrisch schreiben

Ep-C 1
S,=|—F,-B —F,-B, |-
< 2 vt 20 - € y) ¢
1 1
=—F,-B,+ —E, B,
2410 2410
1
= —F, B, (6.4.3)
2]
Mit H=--B=-F = /%2 E bekommen wir
Ko Clpo Ko

S = |0 g2 (6.4.4)
Mo
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Damit ist auch klar, dass das E-Feld und das B-Feld je zur Halfte zum Energiefluss
beitragen.
Die allgemeine Form des Energieflusses im Vakuum ist

S (r,t) = :OE (r,t) x B (r,1) (6.4.5)

In Medien muss der Energiefluss wie

S(r,t)=E(r,t) x H(r,t) (6.4.6)

geschrieben werden. |S| gibt die in Richtung S fliessende Energie pro Flachen-
einheit und Zeit wieder. Die Einheit von S ist J m™2 s7!. Da H und B iiber
einen TENSOR verbunden sein kénnen, muss der Energiefluss nicht unbedingt in
die Richtung des Wellenvektors zeigen. Dieses Verhalten ist die Grundlage von
optisch doppelbrechenden Materialien.

Ein dhnliches Verhalten zeigen Wasserwellen am Strand. Die Energie der Wellen
fliesst zum Strand, aber die Wellen konnen sich durchaus schrag dazu bewegen.

6.4.1. Energiefluss bei stehenden Wellen

Wir kénnen nun den Poynting-Vektor einer stehenden Welle (siehe Abschnitt 6.3.2
berechnen. Wir verwenden die Gleichungen (6.3.19) und (6.4.5). Ausgeschrieben
und mit Vektoren erhalten wir

s&w:;E@wa@o

—2Fy cos(kz) cos(wt) 0
=— 0 x | —2£0 sin(kz) sin(wt)
Ho 0 0
0
1
= — 0
Ho €\ 4E2 cos(kz) cos(wt) sin(kz) sin(wt)
0
E2
0 0 (6.4.7)

2po ¢ cos(2kz — 2tw) — cos(2kz + 2tw)
Das Zeitintegral iiber eine Zeitperiode 27 /w ergibt den Nullvektor! Bei einer ste-
henden Welle wird keine Energie transportiert.
6.5. Elektromagnetische Wellen im Raum

Hier soll mit einer beschleunigten LADUNG erklart werden, wie Wellen im Raum
entstehen.

Versuch 85: Versuch zur Vorlesung:
Hertzscher Dipol (Versuchskarte SW-099, Video)
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6.5 Elektromagnetische Wellen im Raum

Versuch 86: Versuch zur Vorlesung:

Hertzscher Dipol (Versuchskarte SW-099, Video)
Versuch 87: Versuch zur Vorlesung:

Hertzscher Dipol (Versuchskarte SW-099, Video (VPN oder intern))

A

\4

Abb. 6.9.: Wellenausbreitung

Wir betrachten eine LADUNG ¢, die die folgende Geschwindigkeit hat

0 fir

—oco<t<O
a-t

fir 0<t< At
a-At fir t> At

v

Die Beschleunigungszeit At sowie die Beschleunigung a sollen so gewéhlt sein, dass
a-At=v<Lc
gilt. Die Behauptung ist, dass das elektrische Feld E fiir t > At wie in der Zeich-

nung oben aussieht. In der Beschleunigungsphase soll eine elektromagnetische Wel-
le erzeugt worden sein. Ausserhalb der Kugel mit dem Radius

r=c-t
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Elektromagnetische Wellen 224

muss das elektrische Feld das Feld einer im Ursprung ruhenden LADUNG sein, da
nach der RELATIVITATSTHEORIE die Information iiber die Beschleunigung diesen
Raum noch nicht erreicht haben kann.
Innerhalb der Kugel mit

r < c(t — At)

haben wir das Feld der LADUNG ¢, die sich mit der konstanten Geschwindigkeit v
bewegt, denn in diesem Bereich ist die noch unbekannte Welle erzeugt durch die
Beschleunigung einer Ladung schon wieder vorbei. Die Feldlinien im Laborsystem
konnen wir erhalten, indem wir das elektrische Feld im Ruhesystem der LADUNG
(radiale Feldlinien) in das Laborsystem transformieren. Wenn v < ¢ ist, haben
wir auch im Laborsystem radiale Feldlinien, die von der momentanen Position der
LADUNG weggehen. Die Maxwellgleichung im Vakuum div E = 0 bedingt, dass
die Feldlinien geschlossen und stetig sind. Die Vermutung ist, dass die Feldlinien
in der Wellenzone linear die beiden Feldlinienmuster miteinander verbinden.

|

A 4
v

A

vt

Abb. 6.10.: Berechnung der Wellenausbreitung

Da t > At ist, kann die Beschleunigungsphase fiir die Bestimmung der Position
der LADUNG zur Zeit ¢ vernachlassigt werden. Wir haben also
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225 6.5 Elektromagnetische Wellen im Raum

z(t)=v-t (6.5.1)
Wegen v < ¢ ist dann auch
r=c-t>c (6.5.2)
sowie wegen t > At auch
r>c-At (6.5.3)

Wir bezeichnen mit | die Richtung senkrecht zum Radiusvektor r. Wir erhalten
dann, unter der Annahme, dass das E-Feld in der Wellenzone linear sei,

EJ_ v,y - t

— = 6.5.4

E” C- At ( )
Mit

vV, =ay - At (655)
sowie mit ¢ = r/c bekommen wir

EL r

— =a,— 6.5.6

B~ e (6:56)

Wenn wir die Integralform der ersten Maxwellgleichung auf den kleinen Zylinder
an der Stelle 7 anwenden, erhalten wir andererseits

j E-da=0 (6.5.7)

und damit mit dem Coulombgesetz

¢ 1
 Adwey 12
Dies bedeutet, dass das radiale FE,-Feld sich stetig durch die Kugelschale hindurch
fortsetzt. Die Komponente E | existiert nur in der Wellenzone. Das F | -Feld ist

das gesuchte Feld der elektromagnetischen Feldes, das STRAHLUNGSFELD. Seine
Grosse ist

By = E;

(6.5.8)

B =-1 . M (6.5.9)

dreg -7

Vektoriell geschrieben lautet diese Gleichung

¢ alt) oy, (6.5.10)

E(rt) = —
(r.1) 4regc? r c

Das elektrische Feld E an der Stelle r ist proportional zur senkrechten Kom-
ponente der Beschleunigung, aber zur RETARDIERTEN ZEIT t' = t — r/c. Zum
Strahlungsfeld gehort auch ein B-Feld, das so gerichtet ist, dass E, B und k
ein Rechtssystem bilden. k ist die Ausbreitungsrichtung. Das Magnetfeld ist, in
vektorieller Schreibweise,
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B(rt)=- <k> x E (r,1) (6.5.11)

k

Wenn wir At halbieren, bleibt der dussere Teil der des Strahlungsfeldes konstant,
der innere Teil liegt dann in der Mitte der Verbindungslinie durch die Wellenzone.
Durch fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens wird die Linearitét des elektri-
schen Feldes in der Wellenzone gezeigt.

Wenn a L b ist, gilt die Vektoridentitit a x bx a = (a - a)b = |a|*b. Also ist im
Vakuum

1 1 1 [k 1 k

SzEXHzEXBzEX()XE:|E|2 (6.5.12)
Ho Ho c\k HoC k

Also ist S kollinear zur Ausbreitungsrichtung k. Mit ,/Zopg = 1/c erhalten wir

auch im Vakuum

k

S= 2 EPZ (6.5.13)
Ho k

Diese Gleichung kann auf lokal isotrope Medien erweitert werden (¢ und g sind

Zahlen!)

S=,—2E*= (6.5.14)

Beispiel: Ein Elektron in einem Atom fiihre in die z-Richtung die harmonische
Bewegung

2(t") = 2z - sinwt’ (6.5.15)

aus. Dabei ist ¢’ die retardierte Zeit. Die Beschleunigung ist

a(t') = £(t'") = —z - w? - sinwt’ (6.5.16)

Aus dem Wellenvektor k und der Beschleunigung a kann mit a;, = % X (a X %)

die Senkrechtkomponente von a genannt a,; berechnet werden. Das linke Kreuz-
produkt mit der Klammer dreht den Vektor in die richtige Richtung, da die Klam-
mer und k schon senkrecht sind. Das eingeklammerte Produkt ergibt dann den
Zwischenwinkel sin(©). Durch die Normierung von k kann dieser Zwischenwinkel
direkt in die Gleichung fiir den Betrag des elektrischen Feldes

e 1 e 1 |k k
E(rof)=—"" 2.0 @)=—oo.2.|F y
(r,©.7) Amepc? 1 e ()] dregc? v |k % (a( )% k>|

¢ . } . |a(t/>| sin® = i . l - sin |:w (t — T)] sin © (6517)
r

dregc? 1 4drregc? c

eingetragen werden. Das Magnetfeld ist

B(r,0,t) = iE (r,©,1) (6.5.18)
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227 6.5 Elektromagnetische Wellen im Raum

Der Poynting-Vektor oder Energiefluss ist

S (r,0,t) = 1/fL(’E2 (r,0,1) (6.5.19)
0

Mit (sin®(wt — kr)), = 1/2 wird die Intensitét

2.2, .4 : 2
I(r,0) = (S (r,0,0)), = /Zo(e 2w sin” O (6.5.20)
0

dmegc?)? 2r?

Damit haben wir gezeigt, dass die Annahme eines harmonischen Oszillators das
Strahlungsfeld eines Atoms erklaren kann. Die abgefiihrte Energie dampft dabei
den Oszillator. Je stirker die Dampfung ist, das heisst, je kiirzer die Lebensdauer
ist, desto breiter wird das Frequenzspektrum sein.

6.5.1. Ebene Wellen

Abb. 6.11.: Bild einer ebenen Welle

Eine ebene Welle entsteht aus der allgemeinen Wellengleichung dadurch, dass die
AMPLITUDE und der Wellenvektor nicht vom Ort abhéngen. Eine ebene Transver-
salwelle des elektromagnetischen Feldes ist durch

E(x) = Eycos(k - x — wt) mit Ey- k=0 (6.5.21)

gegeben. Der Vektor k, der , gibt die Ausbreitungsrichtung an, der Betrag |k| =
k = 27“ heisst die WELLENZAHL. Bei elektromagnetischen Wellen im Sichtbaren
kann man alternativ auch von LICHTSTRAHLEN sprechen. Zum Vergleich, eine
Longitudinalwelle ist eine ortliche Schwankung einer skalaren Funktion, zum Bei-

spiel, des Druckes, gegeben durch
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U(x) = Vycos(k - x — wt) (6.5.22)

6.5.2. Kugelwellen

Literatur: (Siehe Hecht, Optik | , pp- 48, 710]) (Siehe Pérez, Optik | ,
pp. 287])

Versuch 88: Versuch zur Vorlesung:
Wellenwanne (Versuchskarte O-021, Video)

Versuch 89: Versuch zur Vorlesung:
Wellenwanne (Versuchskarte O-021, Video (VPN oder intern))

Eine weitere haufig vorkommende Form von Wellen sind die Kugelwellen. Wir
konnen die Amplitudenabhéngigkeit durch folgende Uberlegung erhalten.

o Wir denken uns eine Kugeloberfliche um die Quelle, wobei die Quelle im
Mittelpunkt der Kugel sein soll.

e Der Energiefluss pro Zeit, die Leistung, die durch die gesamte Kugeloberfla-
che fliesst ist konstant, unabhingig vom Radius der Kugel.

 Damit diese Gleichung fiir alle r gilt muss E(r) = ;" sein.

100 T T 100
90
80
70
60
50
40
30
20
10 \

0 0.01

Al/a.u.
Al/a.u.

0.1

r/a.u. r/a.u.

Abb. 6.12.: AMPLITUDE und INTENSITAT einer Kugelwelle in Abhédngigkeit der
Distanz r von der Quelle. Links eine lineare, rechts eine logarithmi-
sche Darstellung.

Bei elektromagnetischen Wellen gilt
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229 6.6 Lichtgeschwindigkeit im Medium und Intensitét

Ey(,0
E(r) = E(r.6,0) = 2290 ctr—wt)  mit e Eo(6.0) =0 (6.5.23)
r
Wenn im Abstand ry von der Quelle der Kugelwelle der Betrag der Amplitude des
elektrischen Feldes Ey oder die Intensitat [ ist, konnen der ortsabhéngige Betrag
der Amplitude E(r) oder die ortsabhangige Intensitat I, vereinfacht geschrieben
werden.

Bei einer Kugelwelle ist

o die BETRAG DER AMPLITUDE: E(r) = Ey™®

r

.o ’2
o die INTENSITAT I(r) = Iy'5

Ey bezichungsweise [ enthalten die Details der Physik und kapseln diese.

6.6. Lichtgeschwindigkeit im Medium und Intensitat

In einem Medium bewegen sich elektromagnetische Wellen langsamer. Die einfal-
lende Welle regt die polarisierbaren Atome zum Schwingen an. Diese schwingen
mit der gleichen Frequenz, aber mit einer frequenzabhangigen Phasenverschiebung.
Die Resonanzfrequenz des Elektron-Atomrumpfsystems liegt im Ultravioletten. In
der Summe wird die elektromagnetische Welle durch diese mit der zunehmenden
Frequenz zunehmenden Phasenverschiebung verlangsamt. Mit dem (frequenzab-
hangigen) BRECHUNGSINDEX n = /g1 bekommt man

1
= ————— = = (6.6.1)

VI oEEY M
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. Die BRECHZAHL oder der BRE-
CHUNGSINDEX n gibt an, um wieviel langsamer elektromagnetische Wellen in ei-
nem Medium sind als im Vakuum. Die INTENSITAT ist gegeben durch den Mit-
telwert des Poynting-Vektors S(r) = So(r)sin? (k-7 — wt). Fiir harmonische
Schwingungen erhélt man fiir die auf die Flache mit der Flachennormale a einfal-
lende Intensitét

1 a
Tafr) = {IS(r)]), = 3So(r) - o
1 Jegg 9
— | — |E|" cos(£Sy,a
31/ o [BI cos(£80. )
nepc
— 2; E?cos(£8y, a) (6.6.2)

wenn F das elektrische Feld, d.h. eine der beiden méglichen Amplituden der elek-
tromagnetischen Welle ist. gy = 8.8542 - 1071242 ist die VAKUUMPERMITTIVITAT
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und ¢ = 2.9979 - 108% die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Der Vorfaktor % ent-
steht durch die Mittelung tiber viele Perioden. Bei nichtmagnetischen Materialien
(u = 1) kann man auch schreiben:

neYe

I(7) E?cos(£8y, a) (6.6.3)

Gleichung (6.6.2) kann auch so geschrieben werden:

A
[="E% 1327210732 (6.6.4)
1 V

6.7. Polarisation

Literatur: (Siehe Hecht, Optik | , pp. 475]) (Siehe Tipler, Physik | ,
pp. 1044])

Versuch 90: Versuch zur Vorlesung:

Polarisiertes Licht: Polarisator und Analysator (Versuchskarte SW-
048, Video (VPN oder intern))

Elektromagnetische Wellen (auch Licht) sind transversale Wellen. Das heisst,
dass das elektrische und das magnetische Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
schwingen. Die Wellengleichung fiir das elektrische Feld und damit auch fiir die
elektromagnetischen Wellen sind durch E(x,t) = Ey(x)cos(k(x) - € — wt) und
B(x,t) = Bo(x) cos(k(x) - & — wt)gegeben. Die Tatsache, dass wir eine Transver-
salwelle haben erfordert, dass Ey der Bedingung

Ey- k=0 (6.7.1)
gilt.
Wenn wir nun, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, die Ausbreitungsrichtung
der Welle in die x-Richtung legen, dann sind
o der Wellenvektor k = (k;0;0)
« und die AMPLITUDE E, = (0; E,; E.)

Diese Wahl erfiillt die Bedingung der Transversalitat.

Es gibt zwei mogliche orthogonale Orientierungen von E| sowie die
daraus folgenden Linearkombinationen. Die Richtung, in die E zeigt
ist die Polarisationsrichtung.
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231 6.7 Polarisation

6.7.1. Polarisation durch Absorption (Dichroismus)

Literatur: (Siehe Pérez, Optik | , pp- 323]) (Siehe Hecht, Optik | , PP-
487]) (Siehe Tipler, Physik | , pp. 1044])
A
E+Feld ——FE-Feld—
Absorption keine Absorption

Abb. 6.13.: Polarisation durch Absorption in einem Drahtpolarisator

Wenn das elektrische Feld einer Mikrowellen entlang eines Drahtes zeigt, kann
dieses Feld im Draht Ladungen bewegen und so Energie abgeben. Die INTENSITAT
der Welle und damit die die Absorption hingen von der Polarisation ab.

Ebenso gibt es Molekiile mit Doppelbindungen zwischen den Kohlenstoffatomen,
bei denen m-Elektronen beweglich sind, die wie Drahte wirken. Werden diese Mo-
lekiile orientiert zu einer Folie gemacht, so erhélt man eine polarisierende Folie.

Polarisator Analysator

. passiert
passiert teilweise

1B [ [
S U

Polarisator Analysator

Abb. 6.14.: Elektromagnetische Wellen durchstrahlen durch einen POLARISA-
TOR und einen ANALYSATOR mit gekreuzten Polarisationsrichtun-
gen. Darunter die gleiche Anordnung, aber der Analysator ist nun
um 7/4 gedreht.

Bei einer Anordnung von ANALYSATOR und POLARISATOR polarisiert der POLA-
RISATOR die elektromagnetische Welle. Der ANALYSATOR lasst nur die Projektion
des E-Feldes auf seine Durchlassachse durch. Fir die AMPLITUDE gilt
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E = Eycosf (6.7.2)

wobei 6 der Winkel zwischen den Polarisationsrichtungen von POLARISATOR und
ANALYSATOR ist. Da die INTENSITAT der elektromagnetischen Welle durch I =
20 2 jst und somit proportional zum Quadrat der AMPLITUDE [ o< E?, gilt

I = Iycos® 6 (6.7.3)

(Gesetz von Malus). Wenn zwischen gekreuzten Polarisatoren und Analysatoren
eine Substanz eingebracht wird, die die Polarisationsebene der elektromagneti-
schen Welle dreht (eine ,,OPTISCH AKTIVE SUBSTANZ®) eingebracht wird, kann
mit dieser Anordnung die Grésse der optischen Aktivitit gemessen werden?.

Abb. 6.15.: Dichroismus in einem Kristall von NaVO,Mn (geziichtet von A.
Lentz, fotographiert von M. Pietralla, verwendet mit Erlaubnis des
Fotografen).

6.8. Die Fresnelschen Formeln

Literatur: (Siehe Hecht, Optik [Hec05, pp. 190]) (Siehe Gerthsen, Physik [Mes(06,
pp. 539])

’Die Analyse von Spannungen in Bauteilen nachgebildet mit Plexiglas war eine wichtige
Anwendung (heute gibt es Programme zur Finite-Elemente-Analyse)
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233 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Abb. 6.16.: Das gleiche Gebaude mit Polarisationsfilter aufgenommen. Die Achse
des Polarisationsfilters wurde dabei um 90° gedreht. Links sind die
Reflexionen im Glas kaum zu erkennen, rechts ist dafiir der Kontrast
des Himmels schwécher.

Die beiden Aufnahmen in Abbildung 6.16 wurden mit dem POLARISATIONSFIL-
TER in zwei um 90° gedrehten Stellungen aufgenommen. Aus den Abschnitten
2.9, 6.5 und 6.7.1 wissen wir, dass Licht vom Himmel polarisiert ist. Links wird
durch den Polarisator das diffus gestreute Licht mit der falschen Polarisation un-
terdriickt. Links ist die Spiegelung des linken Gebaudes im rechten nicht sichtbar,
Die Fensterfront ist hell. Rechts ist das linke Gebdude dunkel. Das bedeutet, dass
das gespiegelte Licht polarisiert ist. Die im folgenden abgeleiteten Fresnelschen
Formeln erkléren dieses Phidnomen, aber auch die Spiegelung an Metallen. Sie be-
schreiben die Wechselwirkung von elektromagnetischen Wellen mit Grenzflichen
jeder Art.

Versuch 91: Versuch zur Vorlesung:
Fresnelsche Formeln (Versuchskarte O-039)

Abb. 6.17.: Definition der S-POLARISATION und der P-POLARISATION
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Die REFLEXION und die Brechung von elektromagnetischen Wellen werden durch
die Maxwellschen Gleichungen und die daraus abgeleiteten Randbedingungen be-
stimmt. Die resultierenden Beziehungen fiir die Amplituden und die Intensitdten
werden die FRESNELSCHEN FORMELN genannt. Zur Berechnung verwenden die
Definitionen

e Der einfallende und der reflektierte Strahl elektromagnetischer Wellen de-
finiert die EINFALLSEBENE. Diese ist senkrecht zur Grenzfliche der beiden
Medien.

« Elektromagnetische Wellen, deren Polarisationsebene senkrecht zur EINFALL-
SEBENE liegt, heissen S-POLARISIERT. Die Polarisationsebene gibt die Rich-
tung des elektrischen Feldes an.

o Elektromagnetische Wellen, deren Polarisationsebene parallel zur EINFALL-
SEBENE liegt, heissen P-POLARISIERT.

o Fir die INTENSITAT der elektromagnetischen Wellen in nichtmagnetischen
Medien gilt I oc \/eE?, wobei &€ = n? ist.

o Cenauer gilt fiir die Intensitdt: 7 = 1 %E2 = %EQ fiir sinusformige

2
Wellen mit der Amplitude F.

Wir betrachten eine Welle E., die aus dem Medium mit g und e; auf eine ebe-
ne Grenzfliche zum Medium mit gy und o fallt. Neben der einfallenden Welle
existierten eine reflektierte und eine transmittierte elektromagnetische Welle

E,=¢&.cos (k. T — wt) (6.8.1a)
E,.=¢,.cos(k. r—wtl+¢) (6.8.1b)
E,=¢&,cos(k; T —wt+ ¢) (6.8.1¢)
E, = € ¢ilker—wet) (6.8.1d)
E, = & ikrrowrtten) (6.8.1¢)
E, = € 'hvrmwiten) (6.8.1f)

Gegeben sind €., u1, €1, 2, €2, ke und w, (|k.|). An den Grenzflachen gilt
o Die tangentiale Komponente von FE ist stetig.
o Die tangentiale Komponente von H ist stetig.

Sei e,, der Normaleneinheitsvektor auf die Grenzfliche. Der resultierende Vektor
des Kreuzproduktes von E, mit e, liegt senkrecht zu e, und damit in der Grenz-
flache der beiden Medien. Um den Tangentialvektor in die urspriingliche Richtung
zuriick zu drehebn, wenden wir nochmals ein Kreuzprodukt mit e, an. Unab-
héangig von der Richtung von E. bekommt man mit dieser Operation immer die
Komponente von E, tangential zur Grenzflache

Ee,tangential =€, X Ee X €p (682)
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235 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Mit der gleichen Methode kann man auch die Komponenten der Vektoren E, und
E,; in der Grenzfliche berechnen. Die Bedingung der Stetigkeit der Tangentialkom-
ponente des elektrischen Feldes kann dann mit den Kreuzprodukten so geschrieben
werden

e, xE.xe,+e,xE,xe,=e,xE, xe, (6.8.3)

Die Gleichung besagt, dass die Summe der Tangentialkomponenten des elektri-
schen Feldes im Medium 1 (einfallende und reflektierte Welle) gleich der Tangen-
tialkomponente der transmittierten Welle ist. Ausgeschrieben erhalten wir

e, X €.cos (ke —wet) X e, +e, x E.cos(k.-r—uwt+e)Xe,
=e, X Ecos (k- —wil+ ) Xe, (68.4a)

e, X € tlker—wel) s o 4o x € lkrrwriten) o
= e, x & clkr—wilten) o o
gilker—wetle « €, x e, + ' Frrmwrttere & x e,

— pilker—wittede o @ e (6.8.4b)

Die Gleichung (6.8.4) muss fiir alle Zeiten und alle Orte auf der Grenzflache gelten.
Deshalb gilt

COoS (ke T = wet) |in der Grenzfliche — COoS (kT T th + (pr)‘in der Grenzflache

= COS (kt T = wtt + (pt)|in der Grenzflache (685&)
ei(keq‘—wet) _ ei(kr-r—th—s—gor)
in der Grenzflache in der Grenzflache
= ltherette) (6.8.5b)
in der Grenzflache

wobei r nach Definition ein Vektor in der Grenzflache ist, also mit e, - r = 0.
Damit Gleichung (6.8.5) zu allen Zeiten an einem beliebigen Punkt gilt, miissen
die Kreisfrequenzen gleich sein

We = Wy = Wy (6.8.6)

Weiter muss dann gelten: Die Gleichung (6.8.4) muss fiir alle Zeiten und alle Orte
auf der Grenzfliche gelten. Deshalb gilt

k.- 7| =k, -r+ ¢

=k -+ ¢

in der Grenzflache in der Grenzflache

(6.8.7)

in der Grenzflache

r zeigt auf einen Punkt in der Grenzfliche. Da der Ursprung des Koordinatensys-
tems nicht in der Grenzflache liegen muss, ist  im Allgemeinen nicht parallel zur
Grenzflache. Aus der ersten Gleichung in (6.8.7) folgt
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((ke - kr) ’ T)in der Grenzfliche — Pr (688)

Eine Gleichung vom Typ a - r = w beschreibt eine Ebene. Die Endpunkte von
r liegen in der Ebene mit dem Normalenvektor a. w gibt die Verschiebung zum
Nullpunkt an. Gleichung (6.8.8) ist also die Gleichung einer Ebene, die senkrecht
zu k. — k, liegt. Andererseits wissen wir, nach unserer Konstruktion, dass = in
der Grenzfliche mit dem Normalenvektor e, liegt. e, ist also parallel zu k., — k...
Weiter sind beide Wellen im gleichen Medium 1, das heisst |k.| = k. = |k,| = k..
Wir konnen also schreiben

en x (ke —k,) =0 (6.8.9)

Mit Betrégen geschrieben heisst dies

kesina =k,sinff = sina=sinff = a =0 (6.8.10)

Dabei ist a der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,, und dem Wellenvektor
der einfallenden Welle k. und 5 der Winkel zwischen der Oberflachennormale e,
und dem Wellenvektor der reflektierten Welle k...

Das Reflexionsgesetz besagt, dass

a=3 (6.8.11)
(Einfallswinkel=Ausfallswinkel )

Aus Gleichung (6.8.7) folgt weiter

((ke - kt) ’ T)Grenzﬂdche = ¥t (6812)

Gleichung (6.8.8) ist also die Gleichung einer Ebene, die senkrecht zu k. — k; liegt.
Andererseits wissen wir, nach unserer Konstruktion, dass r in der Grenzfliche mit
dem Normalenvektor e, liegt. e, ist also parallel zu k., — k;. Wir kénnen also
schreiben

en X (ke — k) =0 (6.8.13)

Mit Betragen geschrieben heisst dies

kesina = k;sin vy (6.8.14)

Dabei ist o der Winkel zwischen der Oberflichennormale e,, und dem Wellenvektor
der einfallenden Welle k., und v der Winkel zwischen der Oberflaichennormale e,
und dem Wellenvektor der transmittierten Welle k;. Aus der Wellengleichung folgt

1
Y —— (6.8.15)

ki v/ Hilbo€i€o

Da w, = w, = w; ist, kann Gleichung (6.8.14) auch als
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237 6.8 Die Fresnelschen Formeln

e sina = ~* sin Y (6.8.16)

oder

VI 0ELE SIN (v = /g floE2Eg SIN Y = /J41€1 Sin (v = /JUa€q Sin 7y (6.8.17)

Mit der Definition (6.6.1) (n = \/p€) bekommt man auch

nysin(a) = ng sin(7y) (6.8.18)

Dies ist das Brechungsgesetz nach Snellius.

Schliesslich kénnen wir noch eine Beziehung der Tangentialkomponenten aller Fel-
der erhalten. Analog zur Gleichung (6.8.3) konnen wir die Tangentialkomponenten
der Wellenvektoren angeben:

ke,tangential =e, x k. x e, (6819&)
kr,tangential =€ X kr X €p (6819b)
kt,tangential =e, X kt X €pn (68190)

Wir subtrahieren Gleichung (6.8.19a) von Gleichung (6.8.19b), beziehungsweise
von Gleichung (6.8.19¢) erhalten wir die Beziehungen

kr,tangential - ke,tangential =€p X (kr - ke) X €n (6820&)
kt,tangential - ke,tangential =e, X (kt - ke) X €y (6820b>

Gleichungen (6.8.9) und (6.8.13) sagen, dass k; — k. und k; — k. parallel zu e,
sind. Damit kénnen wir k, — k., =I',.e,, und k; — k. = I';.e,, schreiben. Wir kénne
die Gleichungen (6.8.20a) beziehungsweise (6.8.20b) umformen

kr,tangential - ke,tangential =€, X (kr - ke) X €n =€, X Freen X ey = 0 (6821&)

kt,tangentml - k@tangential =€, X (kt - ke) X e, =e,X Fteen X e, = 0 (6821b)

Damit gilt fiir die Tangentialkomponenten der Wellenvektoren

Die Tangentialkomponenten der Wellenvektoren der einfallenden,
reflektierten und gebrochenen Wellen sind gleich.

katangential - kr,tangential - kt,tangemfial (6822>

Die Anderung der Ausbreitungsrichtung bei Reflexion und Brechung stammt al-
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Elektromagnetische Wellen 238

leine von den Komponenten der Wellenvektoren, die parallel zum Normalenvektor
der Grenzflache liegen.

6.8.1. s-Polarisation

Zur Berechnung der Amplitude der reflektierten und transmittierten Wellen mit
einer allgemeinen Polarisation verwenden wir zwei orthogonale Polarisationsrich-
tungen, die s-Polarisation und die p-Polarisation. Jeder Polarisationszustand kann
als Linearkombination der s-Polarisation und der p-Polarisation geschrieben wer-
den.

Wir beginnen die Rechnungen fiir elektromagnetische Wellen mit einer Polarisation
senkrecht zur EINFALLSEBENE (S-POLARISATION).

Wenn in den beiden angrenzenden Medien die DIELEKTRIZITATSKONSTANTEN
g1 und ey sind, dann muss der POINTINGVEKTOR (Energiestrom) senkrecht zur
Grenzflache an der Grenzfliche kontinuierlich sein, also

1 E2€0

L [0 (Qf?—@f)cosa:f ot
2/40

&2 cos 6.8.23
2\ papo ! i ( )

wobei o und v die Winkel zur OBERFLACHENNORMALEN e, sind, &, ist die Am-
plitude der E-Feldkomponente der einfallenden elektromagnetischen Welle parallel
zur OBERFLACHE (s-Polarisation), &, die Amplitude der reflektierten und €, die
der gebrochenen elektromagnetischen Welle.

Vereinfacht kann man die Energieerhaltung schreiben als

1/2 (QSZ — QE,%) cosa = 1/6—263 COs 7y (6.8.24)
H1 H2

Die Komponente von E parallel zur OBERFLACHE muss stetig sein, also ist nach
Gleichung (6.8.3)

¢ + ¢ = ¢ (6.8.25)

Wir beachten, dass a®?—b? = (a—b)(a+0b) ist und dividieren die beiden Gleichungen
durcheinander. Wir erhalten

1/i (€. — &, )cosa = 1/2& cosy = 142 (€. — &, )cosa = €, cosy (6.8.26)
21 M2 H1E2

Aus der Kombination der Gleichungen (6.8.25) und (6.8.26) erhalten wir die Fres-
nelschen Gleichungen fiir die s-Polarisation.
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239 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Die Fresnelschen Gleichungen fiir die s-Polarisation lauten

€1 £2

=L cosa — cOS Y
¢ =¢ ’;i ’;22 (6.8.27a)
1/Ecosoz+ 1y COS7Y
2, /5 cos
M1

¢ (6.8.27b)

@e
€1 B
,/M1 cos o + *2 COS 7y

Mit den Brechungsindizes ni; = /161 und ny = /25 erhalt man

n n

fcosoa— fCOS’Y

¢, = ¢ L = (6.8.28a)
ny ny
1, Cosa + 1y COS7Y
¢ 2 05 (6.8.28D)
t — Ce ny ny 0.
oy Cosa + 1 COS7Y
Nach dem Brechungsgesetz ist
siny _ [pmer o [eupis Eifly _ Hosiny
sin « HoE2 o\ €2 pig2  pusina
Wir setzen dies ein und erhalten
&s.lnv (€. — &, )cosa = €, cosy
J41 sin
¢ — ¢, i ¢ i
( ) cos asiny _ Gcosysina (6.8.29)
H1 H2
Wir setzen €, + €, = &, ein und bekommen
Fresnelsche Formeln fiir die S-POLARISATION
1 . 1 .
—siny(a) cosa — — sin acos y(a)
67” _ QE() Mll : /L12 - (6830&)
o, sin v(a) cos a + ;S arcos ()
2 siny(a) cos a
@t — 66 1 £ (6-8-30b)

o siny(ar) cos v + i sin a cos ()

Dabei ist

VH1EL SIN (v = \/[19€2 SIN 7y
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Fiir nichtmagnetische Materialien konnen die Fresnelgleichungen umgeschrieben
werden

Fresnelsche Formeln fiir die S-POLARISATION bei nichtmagnetischen
Materialien

c —¢ sin y(«) cos o — sin « cos ()
" Tsiny(a)cos a + sin a cos y(a)
_ g, Sne=r(a)) (6.8.31a)
sinfa 1 (@)
¢ — ¢ 2siny(«) cos «

“siny(a) cos a + sin a cos y()
. 2siny(a)cosa
U sin(a +(a))

(6.8.31Db)

Dabei ist

Versina = (/easiny

e Wenn a > 7, wenn also die elektromagnetische Welle aus dem schnelleren
Medium auf das langsamere Medium trifft, haben &, und €&, unterschiedliche
Vorzeichen: es tritt ein Phasensprung um 7 bei der REFLEXION auf.

o Bei der REFLEXION am schnelleren Medium « < + ist sin(a—+) negativ und
¢, positiv. Es gibt keinen Phasensprung bei der REFLEXION. Dies erklért
zum Beispiel, warum Seifenlamellen in Reflexion schwarz werden, wenn die
Dicke gegen null geht.

o Die Gesetze fiir die INTENSITAT bekommt man durch quadrieren und un-
ter Beriicksichtigung der relativen Dielektrizitatszahl €; und der relativen
magnetischen Permeabilitat p.

sina—siny __ ng—ni
€ sin a+siny €no+tny

¢ Bei fast senkrechtem Einfall bekommt man ¢, ~ —¢
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241 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnelsche Formeln fur die Intensitat bei der S-POLARISATION fir
nichtmagnetische Materialien

[sin () cos a — sin v cos ()]

I, =1.— : 5
[sin () cos a + sin o cos ()]
.. 9 o
Sin'la —7(a)) (6.8.32a)
sin®(a + y(«))
4 si 2 2
g = M2 A ala) cosa (6.8.32b)

ny * sin?(a+ y(a))

Wir haben die einfallende Intensitiat I, = nl%ég als Referenz verwendet. Deshalb
erscheint der Vorfaktor Z—f fir I;. Im Medium mit dem Brechungsindex ny wird die
Energie mit einer anderen Geschwindigkeit transportiert als im Medium mit dem
Brechungsindex ny. Ist ny grosser als ni. so ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

kleiner und I, muss grosser werden.

6.8.2. p-Polarisation

Abb. 6.18.: Stetigkeitsbedingungen fiir elektromagnetische Wellen mit p-
Polarisation. Die dicken Vektoren stellen die k-Vektoren dar (rot fir
die einfallende elektromagnetische Welle, griin fiir die reflektierte und
blau fir die gebrochene elektromagnetische Welle.). Die E-Vektoren
sind gestrichelt gezeichnet, ihre Projektion auf die Grenzflache diinn.

Bei p-polarisierten elektromagnetischen Wellen ist die Bedingung fiir die Stetigkeit
der Parallelkomponente von E durch
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(€. — €,)cosa = &, cos?y (6.8.33)

gegeben. Weiter gilt immer noch die Beziehung fiir den Poynting-Vektor (Energie-

erhaltung)
€1 2 2 €2 .9
— (C%e - €T> cosa = ,[—€&; cos”y (6.8.34)
H1 M2

Wir teilen die beiden Gleichungen und erhalten

Leve) =,/ 2e (6.8.35)
H1 M2

Damit miissen wir das Gleichungssystem

¢, [t =—Fe e, 2
M1 M1 H2

¢.cosa = €, cosa + & cosy (6.8.36)

l6sen. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit cos « und die zweite mit , /%

€ € €

¢, L osa=— —lercososzQEt =2 cosa
H1 251 2
€ € €

¢, —100504:@374 —lcosa—i—& —lcosy
H1 K1 H1

2€¢, L cosa = ¢, (HgQCOSCH— 1/glcosw/) (6.8.37)
H1 K2 M1

Um €, zu bekommen multiplizieren wir die obere Gleichung in (6.8.36) mit cos~y

und die untere mit 1/%

Geﬂicosy = —”iQETCOS'ij th,/@cosw
H1 H1 M2
661/200804 = Gmlécosa%— @MIE—QCOS%

M2 M2 M2

subtrahieren und erhalten

Qfe( /&Cosy—\/gcosoz> :—Q}T< /aglcosy—f—\/gcosoz) (6.8.38)
M1 2 M1 H2

Damit erhalt man

und addieren
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243 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation):

€1

2cosa — /L cosy
¢ = ¢ ’gf ?21 (6.8.39a)
\/E oSy + /2 cos
& —¢  Vm e (6.8.39D)
t= “e g = 0.
,/m COs «x + o COSY
Mit den Brechungsindizes n; = /11 und ny = /125 erhélt man
Fresnelsche Formeln (p-Polarisation):
Zf cosa — % coS 7y
¢ =& T (6.8.40a)
rcosy 4 2 cosa
2™ cos
¢ =€ r (6.8.40Db)

2 ny
COS (¢ — COS
H2 - M1 v

Fir nichtmagnetische Materialien vereinfachen sie sich zu

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) fiir nichtmagnetische Materia-
lien:

N9 COS (¥ — N COS Y

e (6.8.41a)
N1 COS Y + N9 COS (¢

211 COS &

e (6.8.41b)
N9 COS (¢ + N1 COS Y

Die Brechungsindizes n; und ns konnen mit dem Snelliusschen Gesetz nq sina =
ng sin y eliminiert werden
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Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) fiir nichtmagnetische Materia-
lien:

Sin v cos v — sin 7y cos 7y

e . . (6842&)
S111 7y COS 7Y + SIN (v COS (v

2sin vy cos «

e : (6.8.42b)
sin v cos o 4 sin 7y cos 7y

Mit sin(a +=7) cos(a Fy) = sin a cos v = sin «y cos ¥ werden die obigen Gleichungen

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) fiir nichtmagnetische Materia-
lien:
sin(a — ) cos(a + )
“sin(a + ) cos(a — )
2sIn -y cos «
“sin(a + ) cos(a — )

¢, = (6.8.43a)

th:@

(6.8.43b)

Die Quotienten aus sin und cos konnen zu tan zusammengefasst werden

Fresnelsche Formeln (p-Polarisation) bei nichtmagnetischen Mate-
rialien:

) () )
¢, = ¢, o) (6.8.44a)

(6.8.44D)

Die Fresnelschen Formeln fur die Intensitiat lauten

Fresnelsche Formeln fiir die Intensitat bei (p-Polarisation) bei nicht-
magnetischen Materialien:

tan’a — y(a)]

I =1 6.8.45

tan?[a + ()] ( 2)
4 si 2 2

=" sin”y(a) cos” a (6.8.45b)

ny sin?[a + y(a)] cos?[a — y(a)]
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245 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Wir haben die einfallende Intensitit I, = n;%2¢¢€? als Referenz verwendet. Deshalb

2
erscheint der Vorfaktor Z—f fur 1.

6.8.3. Grenzfall des senkrechten Einfalles

Abb. 6.19.: Darstellung der Richtungen der elektrischen Felder fiir die s- und
p-Polarisation.

Im Grenzfall @« — 0 miissen die Resultate fiir die s- und p-Polarisation tiberein-
stimmen. Wir betrachten den Fall kleiner Winkel. Dann lautet das Snelliussche
Brechungsgesetz

. . <1 & <1 n
Ny sin @ = nysin 7y =21 na= Ny = 7 = Ao (6.8.46)

no

Weiter gilt

a1
1

sina 2L o, (6.8.47)

COSs «v

Léasst man in Gleichung (6.8.44) « gegen null gehen, ergibt sich fiir das reflektierte
und das transmittierte elektrische Feld in der p-Polarisation
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¢ —lim ¢, s%n(a — ) cos(a + )
P a=0 “sin(a + ) cos(a — )
Snellius, a<1 & 7<1 1. sin(a — Ma)cos(a + o)

a=0  “sin(a + "a)cos(a — ta)

Ldl' @(a_%Oé).l_QETQ_nl

. = ¢, 6.8.48a

a—0 (a+%o¢)~1 ng + Ny ( )

2sin 7y cos «
¢, = lim &,
tr = sin(a + ) cos(a — )
Snellius, okl & y<1 lim & 2sin (%O&) cosa
a—0 esjn (a —+ Z—;a) COS (Oz — %Oé)

2(2a) -1 2

a—0 (OH—Z—;a)-l ng + Ny

und damit &, , > 0. Andererseits hat der Grenzwert des elektrischen Feldes &,
fiir o gegen Null bei der s-Polarisation in Gleichung (6.8.31)

¢ — lim <_€ Sm<a—vw>>>

25\~ Sin(a +y(a))
Snellius, a1 & y<K1 ~ lim M
a—0 Sln(a + ni O()
a— Mo _
ol iy eze<”2> =g, 21 (6.8.49)
=0 (Oé + Z—;a) ng + Ny
&, — lim ¢, 25 (v(@) cos(a)
2 % sin(a +1(a))
Snellius, ak1l & y<1 i 2sin (%O{) COS(Oz)
am0 ¢ : ny
- sin (a 4 n; a)
2 (M) -1 2
5 lim 66("2) e (6.8.49D)
a0 (Oz + %a) ng + 1Ny

einen negativen Wert. Dies ist korrekt, da nach der Abbildung 6.19 und Abbildung
77?7 die Vektoren fiir beide Polarisationen in unterschiedliche Richtungen zeigen.
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vy ¥

s-Polarisation p-Polarisation

Abb. 6.20.: Richtungen der Felder bei senkrechtem Einfall. Links ist die s-
Polarisation gezeigt, rechts die p-Polarisation. Die Wellen und Felder
aus Abbildung 6.19 sind hier zu senkrechtem Einfall gedreht. Die ge-
strichelten Pfeile zeigen die Richtung der k aus Abbildung 6.19.

Wenn wir die einfallende Welle als Rechtssystem betrachten, dann muss das ganze
Vektordreibein (k, E, B) gedreht werden. Dies fiihrt bei der p-Polarisation zu einer
Situation, die mit der Lage der elektrischen Felder kompatibel ist. €, , zeigt in die
zu €., entgegengesetzte Richtung. Bei der s-Polarisation zeigen €, und &, in
die gleiche Richtung. Deshalb existiert das Minuszeichen in Gleichung (6.8.49a).
Also zeigen die beiden elektrischen Felder der reflektierten Wellen €, , und €&, in
identische Richtungen.

Fir die Intensitdten kénnen wir die gleiche Rechnung durchfithren, z.B. fiir die
Gleichungen (6.8.45).

tan?[a — elli tan?[a — 2o
I —liml, an2 [ — ] Snellius, a<1y<1 lim I, 2[ . ]
a=0""tan®[a + 7] a=0 “tan[a + o]

2
a— Mo — 2

<= lim Ie( n >2 — 1, (Zz +Zl) (6.8.50a)
(a + Z—;cz) 2T

o M2 4sin’ (3(a)) cos’ (a)
b= 3 S T+ ()] o [0 — 2(@)]

4sin® (M) cos? (a
lim “27, (20) cos* (o)

a=0mny gin?2 {oz + Z—;a} cos? [oz — Z—;a}

Snellius, a1l & y<1

n 2
NP i) IS TP U S 11 (6.8.50b)
a—0 1y (Oé + %a)z .12 n (ng + n1)2 (712 + n1)2

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EES_ 247



Elektromagnetische Wellen 248

Diese Gleichungen gelten sowohl fiir die s-Polarisation wie auch fiir die p-Polarisation.
Die Summe der reflektierten und transmittierten Intensitat ist

Ly=1+1 =1 (nz —n1)2 I 4nqne - Ie(nQ _n1)2 —|—42n1n2
ng + Ny (2 +n1) (ng +ny)
2
_p et 681
(nQ + TLI)

Sie ist gleich der eingestrahlten Intensitét.

6.8.4. Brewster-Winkel

Wenn bei der p-Polarisation in der Gleichung (6.8.44) fiir €, der Nenner a+y(«) =
7/2 ist, divergiert der Nenner. Wir erhalten also €,.(a = 7/2 —y(«)) = 0. Dies ist
der BREWSTER- WINKEL.

Beim Brewsterwinkel gegeben durch

Q' Brewster T 7 (@Br'ewstev') = 7T/2 <6852)

ist &, , fir die p-Polarisation gleich null. Die elektromagnetische Wel-
le ist s-polarisiert!

Gleichung (6.8.52) kann mit dem Brechungsgesetz (6.8.18) nach aprewster aufgelost
werden

O Brewster = arctan (712) (6.8.53)
n
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249 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Abb. 6.21.: Polarisation bei der Spiegelung an Wasser. Links ist der Analysator
so gestellt, dass dass das an der Wasseroberfliche reflektierte Licht
durchgelassen wird. Rechts die gleiche Szene, aber der Analysator
blockt das an der Wasserfliche reflektierte Licht.

Abb. 6.22.: Polarisation bei der Spiegelung an Wasser. Die beiden Bilder aus
Abbildung 6.21 sind hier iibereinandergelegt.Die Trennlinie 1auft ent-
lang des Baumstammes.
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Abb. 6.23.: Polarisation bei der Spiegelung an Wasser. Linkes und rechtes Bild
wurden mit zwei Stellungen des Polarisationsfilters aufgenommen.

Versuch 92: Versuch zur Vorlesung:
Brewsterwinkel (Versuchskarte O-115, Video)

Versuch 93: Versuch zur Vorlesung:
Brewsterwinkel (Versuchskarte O-115, Video)

Versuch 94: Versuch zur Vorlesung:
Brewsterwinkel (Versuchskarte O-115, Video (VPN oder intern))

250 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) NN


http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/O/PDF/O_115V00.PDF
https://www.youtube.com/watch?v=KnD2-YqkmRo&list=PL3MVzSQ1rAwshlIFgFr2pKnO7knX8phDM&index=44
http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/O/PDF/O_115V00.PDF
https://www.videoportal.uni-freiburg.de/category/video/Polarisation-mit-Brewster-Pyramide/d31d3394e92f0d045bcc060d6b2abfa0/81
http://vorsam.uni-ulm.de/vs/Versuche/O/PDF/O_115V00.PDF
http://vorsam.uni-ulm.de/ASP/OArchiv_Videos.asp?OrdnungsNr=O%2D115

251 6.8 Die Fresnelschen Formeln

6.8.5. Beispielkurven fiir die Fresnelformeln

Fresnel-Formeln: E-Feld, ny>n;

Abb. 6.24.: Verlauf der AMPLITUDE des elektrischen Feldes fir p- und s-
POLARISATION, wenn elektromagnetische Wellen aus dem schnelle-
ren Medium (n; = 1) in das langsamere (ny = 1.5) eintreten.

Fresnel-Formeln: |, ny>n,

Abb. 6.25.: Verlauf der INTENSITAT fiir P- und S-POLARISATION, wenn elektro-
magnetische Wellen aus dem schnelleren Medium (n; = 1) in das
langsamere (ny = 1.5) eintreten. Die INTENSITAT ist mit I = n;E?
berechnet worden, wobei n; die fiir das jeweilige Medium giiltige
Brechzahl ist.
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Fresnel-Formeln: E-Feld, ny<n,

Abb. 6.26.: Verlauf der AMPLITUDE des elektrischen Feldes fiir P- und s-
POLARISATION, wenn elektromagnetische Wellen aus dem langsa-
meren (n; = 1.5) Medium in das schnellere (ny = 1)eintreten.

Fresnel-Formeln: | ny<n;

Abb. 6.27.: Verlauf der INTENSITAT fiir P- und S-POLARISATION, wenn elek-
tromagnetische Wellen aus dem langsameren (n; = 1.5) Medium in
das schnellere (ny = 1) eintreten. Die INTENSITAT ist mit I = n;E?
berechnet worden, wobei n; die fiir das jeweilige Medium giiltige
Brechzahl ist.
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253 6.8 Die Fresnelschen Formeln

6.8.6. Energiefluss senkrecht zur Grenzflache

Wir kénnen kontrollieren, ob im Energiefluss senkrecht zur Grenzfliche die Ener-
gie erhalten bleibt. Dazu miissen wir den Energiefluss durch eine Flache parallel
zur Oberflache berechnen. Wir betrachten hier die p-Polarisation. Der einfallende
Energiefluss ist

L. = nl%(’fz cos a (6.8.54)

Der Fluss der reflektierten Energie (Betrag des Poynting-Vektors) durch eine Fla-
che parallel zur Grenzflache ist

I, = nl%éf cos v (6.8.55)

Ebenso ist der Fluss der gebrochenen Energie durch eine Flache parallel zur Grenz-
flache

L, = ng%@f cosy(a) (6.8.56)

Die Energieerhaltung sagt nun, dass fiir die p-Polarisation

EpC
Iep 1 :n17t’fz cos o

= dlrp, L + It,p,L
20, _
:m@ stan’ o - 7(a)] cos &
2 “tan®[a + ()]
E0C o 4sin? y(«) cos? «

2 “sin?[a + y(a)] cos?la — y(a)]

+ no— cos(y(a))

806
@2

[ sin?[a — ()] cos?[a — y(a)] cos a
sin®[or + y(a)] cos?[a — (a)]
e 4sin? y(a) cos? a cos(y(a)) ]
sin?[a + y(a)] cos?[a — y(a)]
= 5 @e
{sin2 [ — 7 ()] cos? [ + 7 ()] cos

511811;1?;) - 4sin® 7 () cos® o cos (y (oz))}
- [sin? [+ ()] cos® [ = (a)]]

_711806

2

{sinQ[a — ()] cos*[a + y(a)]

-1

&2 cos o

+ 4sin asiny(«a) cos a cos(y(a))
[sin?[a +~(a)] cos’[a — ()] (6.8.57)
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gilt.

Wir miissen also den Wert des Bruches
X = {sin2 [ — y(a)] cos®[a + v(a)] + 4sin asiny(a) cos a COS(”)/(O[))}
-1
: {sin2 [ + v(a)] cos*[a — 7(04)}}

berechnen.

X = {sin2 [ — 7] cos*[a 4 7] + 4sin asin 7y cos a cos(v)}
. {sinQ[a + 7] cos®[a — ’Y}}_l
— {sjn2 [ — 7] cos?[a + 7] + sin(2a) SiIl(?V)}
. {sinQ[a + 7] cos?[a — ’Y}}_l
— {; (1 — cos[2a — 27]) ; (1 + cos[2a + 29])
+ sin(2a) sin(2) }
. {; (1 — cos[2a + 27]) ; (14 cos[2a — 27])}
={(1 — cos[2a — 27]) (1 + cos[2a + 27])
+ 4sin(2a) sin(27)}
{(1 = cos[2a + 27]) (1 4 cos[2a — 27])} !
={(1 — cos[2a — 27]) (1 + cos[2a + 27])
+ 2 (cos[2a — 27] — cos[2a + 2v])}
{(1 = cos[2a + 27]) (1 + cos[2a — 29])} ! (6.8.58)

Wir setzen A = cos[2a — 2] und B = cos[2a + 27| und schreiben die Gleichung
um

(1—A)(1+ B)+24—2B
(1-B)(1+A)
1-A+B—AB+2A-2B
1+A—B—AB
1+ A-B-AB
1+A-B-AB

=1

X =

(6.8.59)

Da X = 1 ist, ist gezeigt, dass fiir den Energiefluss durch die Grenzfliche fiir
p-Polarisation Energieerhaltung gilt.

Eine dhnliche Gleichung kann man fiir die s-Polarisation berechnen. In der Elek-
trizitatslehre wiirde man sagen, dass der Fluss anhand des Pointing-Vektors be-
rechnet wurde.
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255 6.8 Die Fresnelschen Formeln

Fresnel-Formeln: Energiefluss senkrecht, ny>n,

0.6 [

Abb. 6.28.: Verlauf der mit der Flache gewichteten INTENSITAT fiir P- und s-
POLARISATION, wenn elektromagnetische Wellen aus dem schnelle-
ren (n; = 1) Medium in das langsamere (ny = 1.5) eintreten.

Fresnel-Formeln: Energiefluss senkrecht, n,<n,

T T T T T T T
1.4 ,:,’,’,’,ff,‘,fiit::a,::l,;;,j ,,,,,,,,,,,,, e | | ]
i TN rp.n tot,p,n
It,p,n ””” Itot,s,n
Ir,s,n """"" Itot,ein |
It,s,n R
Il 1 Il
0.8 1 1.2 1.4

Abb. 6.29.: Verlauf der mit der Flache gewichteten INTENSITAT fiir P- und s-
POLARISATION, wenn elektromagnetische Wellen aus dem langsa-
meren (n; = 1.5) Medium in das schnellere (ny = 1) eintreten.

Fiir beide Bilder wurde die INTENSITAT mit I = n;E? cos(c;) berechnet, wobei n;
die fiir das jeweilige Medium giiltige Brechzahl und «; der entsprechende Winkel
ist. Die drei Kurven fiir die gesamte Intensitét bei der p-Polarisation und der s-
Polarisation liegen iiber der Kurve der mit dem Winkel gewichteten Intensitat der
einfallenden elektromagnetischen Welle.
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Parallel zur Oberflache ist es wegen der Translationssymmetrie schwieriger Ener-
gieerhaltungsgrossen zu definieren.

Die dritte Stetigkeitsbedingung an der Grenzflache, die der Normalkomponente
von e E = D liefert das Snelliussche Gesetz.

6.8.7. Felder und Intensitaten bei senkrechtem Einfall

Da bei senkrechtem Einfall s- und p-Polarisation ununterscheidbar sind, kénnen
die Gleichungen am einfachsten aus Gleichung (6.8.41) abgeleitet werden. Aus dem
Brechungsgesetz folgt, dass mit a = 0 auch v = 0 ist. Setzen wir diese beiden Werte
in Gleichung (6.8.41) ein, erhalten wir

~ npcos(0) —nycos(0)  ng—my

¢,
= = 6.8.60
¢, mnycos(0) +ngcos(0)  ng + ng ( 2)
[ 2n1 cos(0) _ 2m (6.8.60D)
¢, npcos(0) +nycos(0)  ng+mnyg e
Die Intensititen bei senkrechtem Einfall ist tiber
I = nl%ég I = nl%ei I = m%ef (6.8.61)

gegeben. Also haben wir (wir lassen die gleichen Faktoren in allen Intensitétsglei-
chungen weg)

I, le?Q ng — 1My 2

L= r— 6.8.62
I. n €2 (m + n2> ( 2
[t HQQEf Ny ( 27?,1 >2 47?,1712

St ] = 6.8.62b
e m@€  ni\ny+m (n1 + n2)? ( )

In beiden Féllen ist nur das Verhéltnis der Brechungsindizes wichtig. Mit a, =
ny/ny erhalten wir

iz - Z: . i (6.8.63a)
2 — ani 1 (6.8.63b)
Z _ (Z: - 1)2 (6.8.63¢)
i _ (%41"1)2 (6.8.63d)

Aus den beiden Gleichungen (6.8.63c) und (6.8.63d) ersieht man leicht, das die
Summe aus transmittierter und reflektierter Intensitét

LI

I, 1 n— 1\2 4a, 2 —2a, + 1+ 4a, 2 4 2a,
t_<a >+ a _ Gy an, +1+4a :an+a — 1 (6.8.64)
a, + 1 (an + 1)2 (an +1)2 (an, + 1)2
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257 6.8 Die Fresnelschen Formeln

ist. Wesentlich war dabei der Faktor ny/n; bei der Berechnung der transmittierten
Intensitét. Die folgende Abbildung 6.30 zeigt das Verhalten der refelktierten und
transmittierten feldamplituden und Intensitaten als Funktion von a, = ny/n;.

Fresnel-Formeln: senkrechter Einfall, a,=n,/n, Fresnel-Formeln: senkrechter Einfall,a,=n,/n,
2 B
E(ap=ny/ny) li(@n=n/ny)
15F i
Efan=na/nyg) ------ |1(é>r{5“2/”:),_1 """
s
w 0.5 —
ol
-0.5
1 . . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Abb. 6.30.: Feldamplituden und Intensititen bei senkrechtem Einfall, abhéngig
von a, = na/n.

Abbildung 6.31 zeigt die gleichen Kurven in logarithmischer Darstellung.

Fresnel-Formeln: senkrechter Einfall, a,=n,/n; Fresnel-Formeln: senkrechter Einfall, a,=n,/n,
22— 1
Ey(ap=na/ny) : K : 3 I(@y=na/ny)
1sr B e T
Efay=no/ny) ------ | NO /i lap=nging) ------
s ;
- SR RO NSO MO R
w 0.5 - ; 3
04 b N S
ol
05 O e A
_ L L L . L )
]Z).O1 0.1 1 10 100 %.01 0.1 100
a,

Abb. 6.31.: Feldamplituden und Intensititen bei senkrechtem Einfall, abhéngig
von a, = ns/ni, mit logarithmischer Abszisse.

6.8.8. Evaneszente Wellen

Literatur: (Siehe Hecht, Optik | , pp- 193, 196))

Versuch 95: Versuch zur Vorlesung:
Evaneszente Wellen - tunneln mit Licht (Versuchskarte O-080)
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Versuch 96: Versuch zur Vorlesung:
Tunneleffekt mit Mikrowellen (Versuchskarte O-079, Video)

Versuch 97: Versuch zur Vorlesung:
Tunneleffekt mit Mikrowellen (Versuchskarte O-079, Video)

Versuch 98: Versuch zur Vorlesung:

Tunneleffekt mit Mikrowellen (Versuchskarte O-079, Video (VPN
oder intern))

Aus den letzten Abbildungen ist ersichtlich, dass, wenn elektromagnetische Wellen
aus dem langsameren Medium (n;) in das schnellere ny < n; eintreten, es Winkel
v gibt ((n1/ng)sina = siny > 1), fiir die es keine reelle Losung der Fresnelschen
Formeln gibt. Die Losung ist dann in die z-Richtung rein imaginar. Was bedeutet
dies? Dies heisst, dass auch die z-Komponente des k-Vektor der elektromagne-
tischen Welle im schnelleren Medium imaginir wird. Darum wird aus e?*=* mit
k, = ik, der exponentielle Dampfungsfaktor e™"** wobei k., vom Einfallswinkel
abhéngt. Die elektromagnetischen Wellen aus dem langsameren Medium kénnen
sich im schnelleren Medium also nicht weiter in die z-Richtung bewegen: Wegen
der Energieerhaltung ist die REFLEXION perfekt.

-20 -10 0 10 20%-2

Abb. 6.32.: Momentaufnahme der Interferenz einer total reflektierten Welle mit
sich selber sowie der evaneszenten Wellen.
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| e ) _ |
i 3
2
§ 1
; o ——
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< © N - ol -20 -10 0 10 2070

Abb. 6.33.: Intensititsverteilung einer total reflektierten Welle und der dazuge-
horigen evaneszenten Welle.

Wir suchen nun eine Beziehung zwischen dem Wellenvektor k; der transmittier-
ten Welle und dem Welllenvektor k. der einfallenden Welle fiir den Fall, dass
nysin(a) > ny ist, also dass dass Snelliussche Brechungsgesetz (6.8.18) keine reelle
Losung hat.

Aus der Definition der Brechzahl n in Gleichung (6.6.1) und der Gleichung (6.8.15)
folgt mit Ayq. der Vakuumwellenlédnge und ¢ = 1/ Vot der Vakuumlichtgeschwin-
digkeit

2m 2m 2mn

k = ke, = TEk = o€k = )\—ek = nkyae (6.8.65)

Der Betrag der Tangentialkomponente k. tangentiar des Wellenvektors der einfallen-
den Welle kann mit dem Einfallswinkel berechnet werden:

|Ke tangential| = |Ke| sin(a) = nykyqe sin(a) (6.8.66)

Der Betrag des Wellenvektors der transmittierten Welle ist andererseits

|kt| - \/k?,tangential + k?,senkrecht - anUCLC (6867>

Wir stellen Gleichung (6.8.67) um und isolieren k?

t senkrechts und setzen dann Glei-
chungen (6.8.22) und (6.8.66) ein

2 2712 2 2712 212 s 2
kt,senkrecht - n2kvac - kt,tcmgential - n2kvac - nlkvac S (a)
_ 1.2 2 2 .2
=kl (n2 — njsin (a)) (6.8.68)

Im Falle der Totalreflexion ist ny sin(a) > ny und damit n3 —n? sin?(a) < 0. Damit

erhalten wir fiir den Betrag von K senkrecht

kt,senk'recht =i kvac\/n% sin2(a) - n% - ifft (6869)
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Die physikalisch sinnvolle Losung fiir einen unendlich ausgedehnten Halbraum mit
dem Brechungsindex ns ist die exponentiell abfallende Losung

E(r,t) = & (ktangentiarr—ut) o=z (6.8.70)

Die resultierende Welle im Medium 2 hat dann die zeitgemittelte Intensitat

I(z,2) = Iye "> (6.8.71)
Wir erhalten also fiir die Intensitit einen exponentiellen Abfall mit einer Abfall-
lange
I v 1

26 4 \/n% sin?(a) — n3

(6.8.72)

Wenn eine Welle mit der Vakuumwellenldnge A,,. = 500 nm und dem Einfallswin-
kel o = 57/12 = 75° von einem Medium mit dem Brechungsindex n; = 1.55 in
Luft ny = 1 tbertritt, ist Ag = 35.71 nm.

6.9. Zusammenfassung

Maxwellgleichungen im Vakuum Gleichung (6.1.3)

div B =0 I
_ _ OB

rot F = -5 11

div B =0 111

rot B = e = 598 1111

Wellengleichung fiir E Gleichung (6.1.7)

2
%g = —AE
Wellengleichung fiir B Gleichung (6.1.8)
2
B
a@tQ = —’AB

Wellenwiderstand eines Zweidrahtsystems Gleichung (6.3.15)

1 4
R*=—1In (;) VHo€o

™

Wellenwiderstand des Vakuums Gleichung (6.3.16)

R = \/jig€o = 377
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261 6.9 Zusammenfassung

Energiefluss im Vakuum, Poynting-Vektor Gleichung (6.4.5)

smw_;Emwamw

Energiefluss in Materie, Poynting-Vektor Gleichung (6.4.6)

S(r,t)=E(r,t) x H (r,t)

Elektrisches Strahlungsfeld eines Atoms Gleichung (6.5.17)

2
E(r,0,t) = e L la(t)|sin® = il -l-sin [w (t— r)] sin ©

dmepc® 1 Amepc? 1
Magnetisches Strahlungsfeld eines Atoms Gleichung (6.5.18)

1
B (T7 @7 t) = Ee (Ta @a t)

Energiefluss des Strahlungsfeldes eines Atoms Gleichung (6.5.19)

S(r,0,t) = [-2E(r,0,1)
Ho

Intensitat des Strahlungsfeldes eines Atoms Gleichung (6.5.20)

2.2, 4 )
[(T,@)=<S(T,@,t)>t:\/;70<e Zw* sin® ©
0

dmeoc?)® 22

Ebene Welle Gleichung (6.5.21)

E(r)=Eycos(k-r —wt) oder E(r) = Eoe® =) mit By -k =0

Kugelwelle Gleichung (6.5.23)

E(r)=E(r,¢,0) = Eo(f’e) cos(kr — wt) oder
E(r)=E(r,¢,0) = E()(;Mei(kr“’t) mit 7 - Ey(¢,0) =0

Lichtgeschwindigkeit im Medium Gleichung (6.6.1)

1 c
Cm = —— = —
VHE[EEY N
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Intensitat, Poynting-Vektor und Richtung Gleichung (6.6.2)

1 a
La(r) = {IS(7)]), = 5So(r) - al
1[50 po _ neoC g
2\ e |E|” cos(£Sy,a) = 2 E*cos(£8y,a)

So: Richtung des Energieflusses, a: Beobachtungsrichtung

Polarisation Gleichung (6.7.1)
Ey-kE=0

Tangentialvektor zu einer Ebene Gleichung (6.8.2)

E. iangential = €, X E. X €, e,, Normaleneinheitsvektor der Ebene

Reflexionsgesetz Gleichung (6.8.11)

a = [ (Einfallswinkel=Ausfallswinkel)

Brechungsgesetz nach Snellius Gleichung (6.8.18)

ny sin(a) = ngsin(y)

Fresnelsche Gleichungen fiir die s-Polarisation Gleichung (6.8.27)

M%COSO&—M%COS’}/ 2 %cosa
¢ = ¢ €1 + /= ¢ =C €1 e
\/ o cos 2 cos 7y \ s cos 2 cos Yy

Gleichung (6.8.28) (mit ny = \/p1e1 und ny = /fiees )

Mo cosa — ™2 cosy
¢, =¢. Lt e

Cm ng
Ly COS + s COS7Y

2™ cos o
M1

th:

€n

1 ng
Ly COS + s COS7Y

Fresnelsche Gleichungen fiir s-Polarisation: Amplitude Gleichung(6.8.31)

L Gl (G))) ¢, _ ¢ 2sinn(@)cosa

“sin(a + v(a)) — “sin(a+ y(a))

mit, /1 sin @ = /g5 sin ¥ und nichtmagnetischen Materialien

Fresnelsche Gleichungen fiir s-Polarisation: Intensitat Gleichung (6.8.32)

sin?(a — y(a)) ny _ 4sin?y(a) cos® a
I, = 1.— ) Iy = —I.— 2
sin®(a + y(a)) ny = sin®(a + vy(a))

mit, /e sin @ = /g9 siny und nichtmagnetischen Materialien
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263 6.9 Zusammenfassung

Fresnelsche Gleichungen fiir die p-Polarisation Gleichung (6.8.39)

J%cosoz—,/ﬁcosv 2 %cosoz
er = Qze = e th = Qze = =
\/ s cosy L2 cos o \/ e cos €Oy

Gleichung (6.8.40) (mit ny = /p1e1 und ny = /fiees )

%cosa—%cosv Q%COSQ
eTzeeﬂcos + 22 cos a QEt:ee@COSOé—FmCOS
1 v M2 H2 51 v

Fresnelsche Gleichungen fiir p-Polarisation: Amplitude Gleichung (6.8.44)

2siny(a) cos o
“sin[a + y(a)] cos[a — ()]

. tanfa — y(a)] B
¢ = eetan[a + v(a)] ¢ =¢

mit, /e sin @ = /€5 siny und nichtmagnetischen Materialien

Fresnelsche Gleichungen fiir p-Polarisation: Intensitit Gleichung (6.8.45)

tan?[a — ()] N9 4sin? y(a) cos? a

le= i “sin?a 4 y(a)] cos?[a — y(a)]

I, =1,
tan?[a + ()]

mit,/; sin @ = /€5 siny und nichtmagnetischen Materialien

Reflexion bei senkrechtem Einfall (polarisationsunabhangig) Gleichung (6.8.48a)

ng — 1My

e
Mg + Ny

¢, =—¢

Transmission bei senkrechtem Einfall (polarisationsunabhangig) Gleichung (6.8.48b)

in

No + Ny

(’Et:(’fe

Brewster-Winkel Gleichungen (6.8.52) und (6.8.53)

Up;
QBrewster 1 Y (OéBrewster) = 7T/2 < QBrewster — arctan (n>
1

Evaneszente Welle im Medium mit dem kleineren n. Gleichung (6.8.70)

E(T t) = etei(kt’ta"QETbtial'T*wt)e_ﬁtz
7

Evaneszente Welle im Medium mit dem kleineren n. Gleichung (6.8.71)

I(x,2) = lye 2>
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Elektromagnetische Wellen 264

Abfalllange der evaneszenten Welle Gleichung (6.8.72)

1 Avac 1
,go = -— =

2k 4m \/n% sin?(a) — n3
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A. Literaturhinweise

Den Stoff der Vorlesung finden Sie in &hnlicher Form in den Werken von Gianco-

li ,,Physik®[ ], Gerthsen/Meschede ,,Physik| |, Tipler ,Physik| ],

Leisi ,,Klassische Physik®| ], Alonso-Finn , Physik®[ | und, als leichtere

Einfithrung im Buch von Halliday ,,Physik“] ].

Eine gut strukturierte (und leicht tragbare Ubersicht bieten Lindstrém/Langkau

»Physik kompakt: Elektrodynamik*| | und Langkau/Lindstrém/Scobel ,,Phy-

sik kompakt: Elektromagnetische Wellen*| ]

Zusitzliche Ubungsaufgaben finden Sie in ,, Tutorien zur Physik®| | oder im

,Prifungstrainer Physik“| ]. Zum Aufarbeiten des gelernten Stoffes (nicht als

Einsteigerliteratur) kann auch Kneubiihls| | ,Repetitorium der Physik* emp-

fohlen werden. Mathematische Probleme und Formeln sind sehr schén im Bron-

stein| | zusammengefasst. Arfken/Weber ,Mathematical methods for Phy-

sicists| ] und sowie Weltner ,Mathematik fiir Physiker*| ] kénnen beim

Bewaltigen von mathematischen Problemen helfen.

Dieses Skript gibt es auch als PDF-Datei und als Web-Site.

Unter Applets von Walter Fendt konnen Sie einige Gesetze der Elektrizitatslehre

selber ausprobieren.

Eine wunderbare Website zum Aufarbeiten Ihres Wissens ist Hyperphysics von R.

Nave. Erganzend gibt es vom gleichen Autor auch Hypermath.

Historische wissenschaftliche Arbeiten bieten oftmals einen guten Einblick in die

Gedanken hinter den physikalischen Gesetzen. Dazu gehoéren die Arbeiten von

Michael Faraday [Faraday01011856; ; ; ; ; ;
; ; ; ; ; |, James Clerk Maxwell | :
| und anderen.


http://wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/el-2009/
https://www.walter-fendt.de/html5/phde/
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hmat.html#hmath




B. Begriffe

Symbol Name Einheit Bemerkungen
(f) Mittelung iiber f -
a atomare Polarisierbar- CQNm C\r/nz =
keit Fm?=2% m?
a Winkel (z.B. zwischen 1
Geschwindigkeit und der
Oberflachennormalen
der Referenzfliche
a Abstand einer Ladung m
zur Oberflache, Radius
a Dicke eines Dielektri- m
kums
a Lange einer Leiter- m
schlaufe in einem Motor
da Oberflichenelement in m?
Integralen
a Beschleunigung 5= %
A Flache m?
A Fliche des Plattenkon- m?
densators
A Vektorpotential T m = % =
mkg Vs
As?2  m
B reduzierte Geschwindig- 1 da pg=2
keit
b Breite eines Dielektri- m
kums
b Breite einer Leiter- m
schlaufe in einem Motor
h Breite des Leiters in ei- m
ner Hall-Anordnung
B magnetische Induktion T = % =
ke _ Vs
As?2 T m?
¢ Lichtgeschwindigkeit im %7 Wert (Definition): ¢ =
Vakuum 299792458 2
C Kapazitat F = % = % =
J _c
VZ T



Begriffe 268
Symbol Name Einheit Bemerkungen
C' Curie-Konstante A—g = AZTK
m K
Vs
cij Kapazitdt zwischen den F
Korpern 7 und j
6(t) Delta-Funktion fir die 1
Zeit
6(z) Delta-Funktion fir den =
Ort
ox Léngenelement m andere Schreibweise zu
dx
1 _ 8%f 02 f 2 f
A Laplace-Operator —3 Af =51+ S+ 5t
dA Fldachenelement m?
d Abstand m
d Abstand der Platten im m
Plattenkondensator
div  Divergenz-Operator i div f =
9
% f:v
Ofx
@ A f | = %4_
af & 8f fz
oy T os
D Dielektrische Verschie- % = %
bung va
e Elementarladung C Wert (Definition): e =
1.602176 634 - 1071 C
e Basis des natirlichen 1 e = 2.7182818284590
Logarithmus
e relative Permittivitéat 1 Im Allgemeinen ist € ein
TENSOR. (heisst auch
relative Dielektrizitats-
konstante)
go Permittivitit des Vaku- &p = & €o = 8.8541878128(13) -
ums e 10712 NC—;Q
E(r) elektrisches Feld s==
E, 1 lokales elektrisches Feld % = %
Ey elektrisches Feld ohne % = % Verwendet bei Berech-
Dielektrikum nungen mit dielektri-
schen Materialien
E,.+ potentielle Energie J=Nm
E; spezifische Haftenergie é

268
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
¢ eine der Koordinaten bei 1 Winkel gemessen von
Kugelkoordinaten der z-Achse in der zy-
Ebene (Langengrad)
¢ elektrostatisches Poten- %: \Y
tial
Phase 1
® Fluss eines Vektorfeldes N m? Einheit hangt von der
F Einheit des VEKTOR-
FELDES ab
®p magnetischer Fluss Wb =T m
Nm _ kgm?
A T As?
Vs
f(z) Funktion — x ist ein Platzhalter
F Kraft N
F'; Lorentzkraft N
Fy;  magnetische Kraft N
. N : AF
Fy Kraftdichte 3 Fy, = A1‘1/130 A
C 2\ —1/2
~v relativistischer Korrek- 1 7:( — 2—2>
turfaktor
grad Gradienten-Operator % grad f =
9 of
w ), (@
i of
: A1 0z 0z
G Leitwert S=g=g
G Gravitationskonstante krgn—; Wert: G = 6.67430(15) -
11 m?
10 1 kgisg
h  Hohe der Mantelflache m
h  Hohe des Leiters in einer m
Hall-Anordnung
h  Plancksches Wirkungs- J s h=6.63-10"3*Js
quantum
h  reduziertes Plancksches Js h =~ 10"3*Js
Wirkungsquantum
H Magnetfeld %
i Stromdichte A,
I Strom A
I.ss effektiver Strom A

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, (=) EES_
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Begriffe 270
Symbol Name Einheit Bemerkungen
Is RMS-Strom A Leistungsgewichteter
Strom, «Root Mean
Square »-Strom
j lineare Stromdichte A J = lim %
m Ay—0 Y
k  Federkonstante %
k  beliebige, auch komplexe 1
Zahl
kg Boltzmann-Konstante %
K Vorfaktor 1
A mittlere freie Weglénge m
A Linienladungsdichte %
£ Abstand von —q zu +¢ m
im Dipol
£ Drehimpuls mzskg
L Lange m
L Selbstinduktion oder H = " —
Selbstinduktivitit einer ij = Om —
Spule kgm? _ Vs _ Os
A2§2 A -
to Induktionskonstante ]\Cffg % = % po = 4m - 10*7%
m  Masse kg
m  magnetisches Moment Am?
m, magnetisches Moment in ~ Am?
2-Richtung
M Gesamtmasse aller lonen kg
My  Gegeninduktivitit zwi- H = %
schen zwei Spulen Tm? _ Nm _
kAm2 VSA
Aq252 — A Qs
My Molmasse A]f[% ;
M makroskopische Magne- %
tisierung
v Frequenz Hz = %
n Ladungstrigerdichte #
n spezifische ~ Windungs- % n = %
zahl einer Spule
270 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN
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Symbol Name Einheit Bemerkungen
n  Normalenvektor auf ein 1
Flachenelement
N Dichte der induzierten -
Dipole
N Windungszahl einer 1
Spule
N4 Avogadrozahl T Ny =6.02 x 10% 5~
p Dipolmoment Cm
p Impuls (mechanisch) o — Ns
Pinq induziertes Dipolmo- Cm = Asm =
ment N"}ﬂ
P Leistung = % = Nsm = z.B. Verlustleistung am
m?kg WIDERSTAND
P Polarisation % = % = %
Py Leistung des Motors W = N?m =
m2kg
s3
_ __ Nm
g Ladung C=As ="
@ Ladung C=As= N—‘;” andere Schreibweise fir
q
p Massedichte %
per  elektrische Ladungs- % = % Siehe auch Gleichung
dichte (2.2.4)
p SPEZIFISCHER WIDER- Om = VTm =
STAND
p Abstand m
r Abstand, Ortsvektor m
ro Referenzradius m
rot Rotations-Operator % rot f =
9
% I
v\ T
Oz fz
Oy _ 0fs
0z 0
of: Ofs
5 5,
% -
R Widerstand Q= %
R*  Wellenwiderstand Q= %
R Radius m

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, (=) EETSN
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Begriffe 272
Symbol Name Einheit Bemerkungen
o Oberflichenladungsdichte -5
o Influenzladungsdichte <
an der Oberfliche
o (spezifische) Leitfahig- % :Vim Im Allgemeinen ist die
keit Leitfahigkeit ein TEN-
SOR
N _ i, AF
0 Mazwell Maxwellspannung (me_ m2 O Mazwell = AIIILXIEO AA
chanische Spannung)
s Schlaufe, ein Weg m
s Spin Js
ds Langenelement m
S Bezugssystem fiir relati- —
vistische Rechnung
S’ Bezugssystem fiir relati- —
vistische Rechnung
St Bezugssystem fiir relati- —
vistische Rechnung
S~ Bezugssystem fir relati- —
vistische Rechnung
S Poynting-Vektor # = %
© eine der Koordinaten bei 1 Winkel gemessen von
Kugelkoordinaten der z-Achse (Breiten-
grad, von Norden gemes-
sen)
7 Mittlere Zeit zwischen s
zwei Stossen, Relaxati-
onszeit
7 Abklingzeitkonstante ei- s
nes RC-Gliedes
T Zeit unter Integralen s
t  Zeit s
At kleine Zeitdifferenz s
T Drehmoment N m
Periodendauer einer pe- s
riodischen Grosse
T Temperatur K
U SPANNUNG, auch elek- 2=V
trostatisches Potential
Ugrav  Gravitationspotential kig = ‘:—22
272 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, 1) TN



Symbol Name Einheit Bemerkungen
Us  Spannung am Kondensa- V = %
tor
Uers effektive Spannung \Y%
Urms RMS-Spannung \% Leistungsgewichtete
Spannung, «Root Mean
Square»-Spannung
Ugpmri  elektromotorische Kraft V=X A
Ungay Hallspannung yv=>N A
Ur Spannung am WIDER- V = %
STAND
v; Geschwindigkeit des j- %
ten Ladungstragers
vs  Abziehgeschwindigkeit .
Klebestreifen
V  Hilfsvektorpotential T m
,hewton/A
m kg
A g2
dV  Volumenelement m?
w Kreisfrequenz i w =27
Q Larmorwinkelgeschwindigk%it
we; elektrische Energiedich- % = %
te
wp Energiedichte des Ma- -5 = %
gnetfeldes
W Arbeit J=Nm
W elektrische Arbeit J=Nm
Wneer, mechanische Arbeit J=Nm
Wpgare Arbeit der Batterie J=Nm
¢ Ersatz fir x in Integra- m
len
X magnetische Suszeptibi- 1 Im Allgemeinen ist x ein
litat TENSOR
Xe dielektrische Suszeptibi- 1 Im Allgemeinen ist x.
litat ein TENSOR
x Ortsvektor m
x Koordinate im karte- m

sischen Koordinatensys-
tem

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EESN
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Begriffe 274
Symbol Name Einheit Bemerkungen
X¢ Impedanz der Kapazitat €2
oder KAPAZITIVER WI-
DERSTAND
Xy Impedanz der Spu-
le oder INDUKTIVER
WIDERSTAND
y Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
z Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
7 Kernladungszahl 1
274 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, [ EETS_



C. Mathematische Satze

C.1. Ableitung

f(x)t

i > X
X0
Abb. C.1.: Berechnung der Ableitung
d.h. die Steigung einer Kurve oder die Anderung finden
df (z) ., . [(@+Az)— f(z)
dr ) = A, Az (C-1.1)
Gesetze beim Ableiten:
L@ 9@ = (Lr@) 9@+ 5@ (o) (©12)
@) g@)={—f(@)) g )| 59 1.

o) = (4050) 28 it =g 0 (©.13)
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276

flz)  f(x)
sin () cos ()
cos (x) —sin(x)
In(x %

Tab. C.1.: Beispiele fiir Ableitungen

C.2. Differentiationsregeln

Einige Differentiationsregeln sind

Definition der Ableitung

Partielle Ableitung

Andere Schreibweise
Konstanter Faktor

Summenregel

Produktregel
Bruch

Kettenregel

logarithmische Ableitung

u=f(t)
u:f(x,y,z,
u=f(t)

W=t = ) =

li JEEAD—F()
At—0 At
du _
lim f(x-l—Ax,y,z,...,t)—f(x,y,z,...,t)
Az—0 z
du d, _ d
dt at = dtf(t)
deu _ .du
dr — Tdzx

dt dt dt
duv __ , dv du
@ = Ug TUg

df(gt)) _ df(vdv __ df(vdg(t)
dt dv dt dv dt
dlnu __ Z:'z
dx - Yy

Tab. C.2.: Differentiationsregeln

276
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277 C.3 Differentiation einfacher Funktionen

C.3. Differentiation einfacher Funktionen

Funktion n-te Ableitung
™ m(m—1)(m—-2)...(m—n+1)zm"
bei ganzzahligem m und n und
m > n ist die n-te Ableitung null
Inz (=) tn -1
log, () (~D)r et
ek:p knekm
ak® (kIna)" a*®
sin(kx) k™ sin (kx + %)
cos(kx) k™ cos (kx + %)

Tab. C.3.: Ableitung einiger Funktionen

Beispiel:

y = (52 — 3w +2)%

soll differenziert werden. Wir verwenden die logarithmische Ableitung.

d
] = 6z In(5z? — 2)  |—
n(y) = 6xIn(52° — 3z + 2) |dx

d d
. (In(y)) = y (6:6 In(52* — 3z + 2)) lableiten, Produktregel rechts

i T

! dIn(52? — 3z + 2
Z = 6In(52* — 3z + 2) + 62 n(xd r+2)
X

< <

|Kettenregel ganz rechts

! 1 d(5x? — 3z + 2)
=6In(5z®> —3x +2)+6
n(b2” = 3w +2) + 6r e 5 s dz

<

L < |

<

= 61n(52* — 3 + 2) + 62 (102 —3) |*y

522 — 3z + 2

10x — 3
52 — 3x + 2

< |

d
d—y =9y = 6yln(59€2 — 3z +2) + 6yx
T

|y einsetzen

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 277



Mathematische Satze 278

. 10z — 3
I 2 6z 2 2 _ 6z
y' = 6(5z° — 3z 4+ 2)*" In(52* — 3x + 2) + 6(bz” — 3z + 2) T
10z — 3
/I 2 6x 2
y = 6(52° — 3z +2)°* |In(bz” — 3x +2) + 57— 3112
C.4. Taylorreihe und Reihen
Definition
r—a, r—a)?,, r—a)" .,
1) = fla) + )+ O ) D )
andere Schreibweise
Az , Az)? , Az
flo+ 2) = fa) + SE ) + B iy 1 E o)
Beispiel
flx 4+ Azx) = sin(x + Ax)
A Ax)?
= sin(z) + 1—;% cos(z) + ( j) f"(z) +
n(Az)?" n(Az)2r
+(—1) o)) sin(z) + ...+ (—1) @n 1) cos(x) + ...
Spezialfall: z =0
) 1 1 . A[L’ 2n+1
sin(Azx) = Az — g(AI)‘% + Q(Aq:)‘r’ +...+(-1) 2271)‘*‘1)' -
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C.5 Einige Reihen

C.5. Einige Reihen

Funktion Potenzreihe Konvergenz
(14 z)™ 1:|:mx+m("21 1)x iw_’_... lz] <1
. A . Az (A 2 A
sin(z + Ax) sin(x) + 57 cos(x) + 5= () + |Az| < o0
—i—(frf)), sin(x + ) 4. ..
cos(x + Ax) | cos(z) — Azsin(x) — A:”ngs(‘”) Msg!in(x) |Az| < o0
24 cos(z Az™ cos(z+F
pactone) o Acteo(otd) 4
tan o T4 128+ 2%+ JLa” 4+ B2 a% 7| < 2
X $3 335 ZE7
cot x %—g—kg—l—gﬁ—km...} 0<lz|<m
X $2 I‘S x4
e’ 1+ﬁ+§+§+ﬂ+... |$|<OO
aw - el‘lna 1 + xllr!la + (:L'l;lla,)2 + (ml;l!a)3 + (zlzla)4 I |$’ < o0
Inz 2[%—!— (I+1)23+ (Z+11))5+... x>0
(z
T
Inz ($—1)—@+@+... 0<ax<2
+( 1)n+1 (z 1) +
2 3
Ing () () + >3
(=)
1'2 fE3 fE4
In(1+ z) e N T S -l<z<1
+(—-1)" e 4
: 3 | 1-32° 1-3-52° 1
arcsin x Tt o T oaes T |z| <
arccos 5 [SL’ + % + 122’;”55 + 12“1563”75 +.. } lz] <1
arctan x x—%—g%—%—...%—(—l)”gjﬁ lz] <1
Tab. C.4.: Reihenentwicklungen
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C.6. Ableitungen zur naherungsweisen Berechnung
von Funktionswerten
Eine allgemeine Funktion f(z), die geniigend oft stetig differenzierbar ist, soll in

der Ndhe des Wertes xy angendhert werden (Siche auch die Ausfiihrungen iiber
Taylorreihen in C.4).

N&herungen
15 T T

10

05

0.0

-1.0

15| ‘ £1(X)=F(xo)+(df/dx){xq)*(x—xq
‘ fo(X)=F (x)+(1/2) (A2H/dx3) (x})* (x=Xg)2 ——
| | |  f3(x) = Fp(0+(1/8)(dHdx°) (xg) (x-x)®
20 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

X

Abb. C.2.: Approximationen der Funktion f(z) = cos(x) mit dem Grad 1, 2
und 3.

Abbildung C.2 zeigt, wie die Funktion cos(x) an der Stelle xy = —m/4 angenéhert
wird. Die Funktion und die ersten drei Ableitungen sind

f(x) = cos(z) jxf(:c) = —sin(z) (C.6.1)
d? d? )
) (x) = — cos(z) =] (x) = sin(z)

In nullter Naherung wiirde man sagen, dass cos(z) = 1/v/2 + O(1) ist in der
Umgebung von zg = —m/4. Das Symbol O(1) bedeutet, dass Terme von z mit
dem Exponenten grosser oder gleich 1 vernachléssigt wurden.

In erster oder linearer Naherung hétten wir cos(z) = 1/v/2 — 1/v2(z — (=7 /4)) +
O(2) =1/v2(1 — (x + 7/4)) +O(2). Hier sind Terme mit dem Exponenten 2 oder
mehr vernachléssigt worden.

Die nachste Naherung, die 2., nimmt auch die quadratischen oder paraboloiden
Anteile mit. Hier wire cos(z) = 1/v/2—1/v2(x — (—7/4)) — 1/v/2(x — (=7 /4))? +
OB3)=1/v2(1 = (z +7/4) — (z +7/4))* + O(3).

Allgemein sind die verschiedenen Approximationen
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C.6 Ableitungen zur naherungsweisen Berechnung von Funktionswerten

f(xo + A:U) ~ fg(Al’) = f(xo) + O(l) (C.6.2)
d
flxo+ Az) = f1(Ax) = f(zo) + {l(;) Az + 0(2)
T=x0
d d?
Fwo + Az) ~ fo(Az) = f(zo) + L @] Apy TS (f) Az? +0(3)
dx |p=z, dx .

- _ df (x) @ f(z) 2, @f(=) 3
f(zo + Az) = f3(Az) = f(x0) + el Ax + s . Az® + o . Az® +O(4)
Mit x = x¢ + Ax lauten die Gleichungen
f(x) = fo(x) = fzo) + O(1) (C.6.3)

df (x
f@) ~ i) = flao) + DD @ —a) 4 0()
T=x0
d d?
f@) =~ @) = flao)+ LB @+ HDL a0
7 P dz I
- _ df (x) d* f(z) 2, @f(@) 3
oy o) = flan) + G| oo+ P oot S a0
oder allgemein
=1 dif() j
f(z) = 2 T d | (x — x0) (C.6.4)
Jj= T=x0
Dabei ist j! = 1-2 ... 7 die FAKULTAT von j, Per Definition ist 0! = 1. Die
nullte-Ableitung ist einfach die Funktion selber.
Als Beispiel betrachten wir cos(x) an der Stelle xy = —m/4. Wir haben
1 df (x) 1
fler/) = — T (C.65)
21 (x) 1 @1 () 1
dz? rx=—7/4 N \/i dz? rz=—7/4 N \/5
und
1
f(x) = fo(z) = 7 +0(1) (C.6.6)
1@~ fi(@) = f(-m/) + T (e +7/4) +O(2)
T lzg=—m/4
x 2 xX
§@) % fa(@) = f(-m /1) + LD @rrm+ DN @it o)
T lz=—m/4 x rz=—m/4
f(@) = f3(z) = f(—n/4) + % ) (z+7/4) + % (x+m/4)% + % (xz+7/4)% + 0(4)
r=—7/4 T r=—m/4 z z=—m/4

Diese Kurven werden in Abbildung C.2 gezeigt.
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N&herungen
15 : T T T
' Xp=T2
10 + : E
05 | } E
/
0.0 | A
— ;j\
Tl /0 ,
-10 / : i
l f(x) ——
s £4 (X)=F(xo)+(dlf/dx) (xg)*(X=xo) —— |
| o (X)=F; ()+(1/2)(0PH/dx%) (xg) *(x=Xg)2 ——
| fa(x) = fg(x)+(1/6)(d3f/dx3)(xq)*(x—xo)3
20 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

X

Abb. C.3.: Approximationen der Funktion f(z) = cos(x) mit dem Grad 1, 2
und 3.

Abbildung C.3 zeigt die Approximation fiir xy = —m /2. Hier ist der Funktionswert
wie auch die zweite Ableitung null, so dass eine lineare Approximation resultiert.
Erst die dritte Ableitung ist wieder ungleich null.

N&herungen
15 . ‘
' Xo=0.0
1.0 !
05 | } E
0.0 - ‘
8 I
-05 : E
_10 : -
| f(x)
sk | £, (X)=F(xg)+(df/dX) (xg)*(X-Xo) —— _
L fa(X)=F (0+(1/2) (d2Hdx) (xg) (X-Xg)> ——
L fa(x) = fg(x)+(1/6)(d3f/dx3)(xq)*(x—x0 s
20 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
X

Abb. C.4.: Approximationen der Funktion f(z) = cos(x) mit dem Grad 1, 2
und 3.

Abbildung C.4 zeigt die Approximationen bei xy = 0. Hier ist die erste und die
dritte Ableitung null, so dass nur die zweite tibrig bleibt.
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283 C.7 Vektoren

C.7. Vektoren

beschreiben Orte oder gerichtete Grossen

Y,

>
X

Abb. C.5.: Definition von Vektoren. r ist ein Ortsvektor, v der Geschwindig-
keitsvektor.

Uy y
Die Ableltung nach der Zeit wird auch als

_de
o dt

Qg b, a; + by
at+b=|a, |+]| b, | =] a,+by (C.7.1)
b, b, d, +0,

T

geschrieben.
Addition:

Versuch 99: Versuch zur Vorlesung:
Kraft-Polygon (Versuchskarte M-28; Video)
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Versuch 100: Versuch zur Vorlesung:
Kraft-Polygon (Versuchskarte M-28, Video (VPN oder intern))

Lange eines Vektors

la| = /a2 + b2 + a? (C.7.2)

Skalarprodukt

a-b=a,b, +ayb,+a,b, =|al|b|cos(ZLa,b) (C.7.3)
der Einheitsvektor e, ist ein Vektor der Lénge 1, der in die x-Richtung zeigt.

Vektorprodukt
Qg b, ayb, — a.b,
axb=|a, | x| b | = ab,—azb, (C.7.4)
b, b, azb, — ayb,

C.7.1. Gesetze

Vertauschung der Reihenfolge (Kommutationsgesetze)

a-b=b-a (C.7.5)
axb=-bxa

a
~

Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn

a-b=0 (C.7.7)

Sie sind kollinear, wenn

axb=0 (C.7.8)
Fiir die Orientierung der Vektoren gilt:

axbla (C.7.9)
axblb (C.7.10)
la x b| = |a||b| - sin (Za,b) (C.7.11)

C.7.1.1. Orthogonalitat zweier Vektoren testen
Gegeben seien zwei Vektoren a und b. Die Projektion von a auf b, das heisst, die

Komponente von a in die Richtung von b ist

(C.7.12)

ab:ainRichtungb:a'eb:a'ﬂ:a,-
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In kartesischen Koordinaten heisst dies

agby + ayb, +a.b,

ap = (0713)
Vb3 + b2+ b2
Beispiel:
Sei @ = (3,2,—2) und b = (—2,0,1). Dann ist
3.(=2)+2-0+(-2)-2 —6-4 10 5
ap = f— [ —
’ V(=2)2 +02 + 22 V8 2v2 V2
Beispiel:
Sei @ = (3,2,—2) und b = (0,0,1). Dann ist
3:0+2-0+(-2)-2 -2
VETETE VI
Dies ist die z-Komponente von a.
C.7.2. Eigenschaften von Kurven im Raum
Die Ausfithrungen folgen | , Seite 214]. Eine Kurve sei durch einen Parame-
ter t gegeben
(1)
r(t)=|y(t)|. (C.7.14)
2(t)

An einem Punkt r(¢) konnen die folgenden Richtungen und Gréssen definiert wer-
den:

Tangente Die Geradengleichung der TANGENTE mit dem Parameter \ ist

dr(t)
dt

Ry, (A) = 7(to) + A (C.7.15)

t=to

Normalenebene Die Ebene, die durch den Punkt 7(¢) und den Tangentenvektor
Ry, () gegeben ist, heisst NORMALENEBENE und ist durch die Ebenenglei-
chung

dr(t)

(Bngt —7(to)) - 0

—0 (C.7.16)

t=to

gegeben.

Schmiegungsebene Die SCHMIEGUNGSEBENE geht durch drei Punkte () (Punkt
M), r(t;) (Punkt N) und r(¢3) (Punkt P). Die Lage der Ebene wird durch

die zwei gleichzeitigen Grenzprozesse lim 7(¢;) und lim 7 (¢5) definiert. Die
t1—to ta—to

Schmiegungsebene Rgg ¢, am Punkt 7 () enthélt den Tangentenvektor Ry, (\).
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dr(t)
dt

(RSE,to — ’I"'(t())) X =0 (C717)

t=to

dt?

t=to

Hauptnormale Die HAUPTNORMALE Ry y, ist die Schnittgerade zwischen Nor-
malenebene und Schmiegungsebene. Sie steht senkrecht auf dem Tangente

Ry (N).

dr(t)

d*r(t)
it .

RHN,to ()\) = ’l"(to) + A di2

" < dr(t)
. dt

Binormale Die BINORMALE Rpy,, ist die Senkrechte auf die Schmiegungsebene
Rsp 4, Sie ist sowohl senkrecht zur Tangente Ry, () und zur Hauptnorma-

len RHN,to ()\) .

) (C.7.18)

t=to

d*r(t)
X T

RBN,t()()\) = ’I"(to) + A <

) ) (C.7.19)

t=to

rektifizierende Ebene Die REKTIFIZIERENDE EBENE Rppg, wird durch die Tan-
gente Ry, (A) und die Binormale Rpy 4, () aufgespannt.

dr(t) dr(t) d*r(t)
(Rret, — T(to)) X : ( X =0 (C.7.20)
? dt |,_, at |,_, dt? t—to
C.8. Vektoridentitaten
(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp- 190])

Im Folgenden sind a, b, ¢ und f Vektoren oder vektorielle Funktionen, a, b, ¢ und
f ihre Léngen, k eine Zahl und ¢(r) eine skalare Funktion. Die Komponenten der
Vektoren in kartesischen Koordinaten sind

Fiir die anderen Vektoren werden die Komponenten analog geschrieben.

C.8.1. Produkte mit Vektoren
Doppeltes Vektorprodukt

ax(bxe)=(a-c)b—(a-b)c (C.8.1)

Das Spatprodukt oder gemischte Produkt berechnet das VOLUMEN des durch
a, b, c aufgespannten Spates. Das Vorzeichen ist + bei gerader Permutation von
a,b,c und — bei ungerader Permutation.
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287 C.8 Vektoridentitaten

(axb)-c=(bxc)-a
=(cxa)-b

—(bxa)-c

—(ecxb)-a

—(axc)-b

azbyc, + ayb.c, + abyc, — (abyey + azb.cy + aybyc,) (C.8.2)

Drei Vektoren sind komplanar, wenn

(axb)-c=0 (C.8.3)
Jacobi-Identitat
X (bxe)+bx(exa)+ex(axb)=0 (C.8.4)
Lagrangesche Identitét
(axb)-(exf)=(a-c)(b-f)—(a-f)(b-c) (C.8.5)

Vierfaches Vektorprodukt

(axb)x(ex f)=((axb)-fl)e—((axb)-c)f (C.8.6)

C.8.2. Ableiten von Vektoren

Ableiten eines Vektors
dag .
d d% i o
ﬁa — % ay — % — ay (C87)
a, dgtz a,

L oalt) = Yatola (C8.8)

d da db

Ableitung des Vektorproduktes
d da db
b)=—xb — 8.1
dt(ax )= o X +a><dt (C.8.10)
Ableitung eines Vektors mit konstantem Betrag. Hier ist a - a = a* = const. Aus
Gleichung (C.8.9) folgt
da*> d da da da da
0:7:7 . = — ¢ —_— = 7J_ C.8.11
i@ a YT gete g g 7 gte (G811
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Taylorentwicklung einer Vektorfunktion

2 d’a
2 dt?

da
t+7)=alt)+1
a(t+ ) a()—i-Tdt

™ d"a
+ ...+ —

+ n! dt®

+... (C.8.12)

t

t t

C.8.3. Vektorableitungen bei Skalarfeldern

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , Pp. 668])
Ableitung eines skalaren Feldes nach einer Richtung

Op(r) _ . elr+ee) —p(r)

oc e—0 €

(C.8.13)

Ableitung %"—e(:) in Richtung des Einheitsvektors e, in Richtung von ¢

dp(r) dp(r)
= C.8.14
ac ~ ld =5, ( )
Richtungsableitung einer skalaren Funktion im Vergleich zur Richtung mit dem
starksten Abfall (Einheitsvektor n)

dp(r) _ dp(r)
de. ~ onm cos (Zee,m) (C.8.15)

C.8.4. Vektorableitungen bei Vektorfeldern

Ableitung eines Vektorfeldes a nach einer Richtung ¢

da(r) _ lim a(r+ec) —a(r) (C.8.16)
Jc e—0 €
Ableitung ag—g) in Richtung des Einheitsvektors e. in Richtung von ¢
da(r) da(r)
= C.8.17
9c 195, ( )
Richtungsableitung einer Vektorfunktion

(965(67') =(c- grad )a (C.8.18)

=—(rot (axc)+ grad (c-a)+c-diva—a-dive

DN | —

—c x rot a —a X rot c)

Gradient eines Produktes

grad (p1p2) = @1 grad ¢; + sy grad ¢, (C.8.19)

Kettenregel beim Gradienten

d
e grad ¢ (C.8.20)

grad ¢; (p2) = i,

Gradient eines Skalarproduktes
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289 C.8 Vektoridentitaten

grad (a-b)=(a-grad )b+ (b- grad Ja+a x rot b+ b x rot a (C.8.21)

Gradient eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor
r

grad (r-k) =k (C.8.22)

: : T
Gradient eines Vektors v = (vy, vy, v,)

Oy (z,y,2)  Ovg(m,y,2)  Ovg(x,y,2)
. Oz Oy 0z
grad v = dvy(xxvyvz) dvyg"yvyvz) dvy(g;yvz) (0823)
v, (z,y,2)  Ovz(zy,2) Ovs(z,y,2)
oz dy 0z
Divergenz eines Produktes
div (va) = ¢ div a +agrad ¢ (C.8.24)

Divergenz eines Skalarproduktes eines konstanten Vektors k mit einem Ortsvektor
r

r-k

div (r-k) = ] (C.8.25)
Divergenz eines Vektorproduktes
div (axb)=b-rota—a-rotb (C.8.26)
Rotation eines Produktes
rot (pa) = ¢rot a+ grad ¢ X a (C.8.27)

Rotation eines Vektorproduktes

rot (axb)=(b-grad )a—(a- grad )b+ adivb—bdiva (C.8.28)

Rotation eines Potentialfeldes

rot (grad ¢) =0 Vo (C.8.29)
Divergenz einer Rotation
div (rota) =0 Va (C.8.30)
Rotation einer Rotation
rot (rot a) = grad (div a) — div (grad a) (C.8.31)

Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten

> & 82>f— o' a2f+32f (C.8.32)

Af = (le grad )f = <W+a:y2+ @ = 02 + 8y2 022
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und fur Vektorfunktionen

_ 0? 0?02 Pa 0*a O’a

C.8.5. Graphische Darstellung der Ableitungen in drei
Dimensionen
C.8.5.1. Gradient in kartesischen Koordinaten
Wenn wir eine Funktion y = f(z) als Hohenprofil in einer zweidimensionalen
Landschaft auffassen, dann ist
df (z)
dx

die Steigung dieses Profiles an der Stelle x. f(z) ist die Hohenangabe iiber einer
eindimensionalen Grundflache.

Wir konnen eine Funktion f(x,y) als Héhenangabe iiber einer zweidimensionalen
Grundflache betrachten.

180

160

140

120
100

Gradient

80
60

Abb. C.6.: Gradient als Richtung der starksten Steigung

290 ©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, [ TN



291 C.8 Vektoridentitaten

Die Funktion Gradient berechnet das starkste Gefalle einer Hohen-
landschaft iiber einer zweidimensionalen Ebene. Sie ist definiert:
of (x,y)

grad f = a,f%y)
o)

Eine skalare Funktion f(z,y, z) definiert eine ,,Hohenlandschaft“ iber einer dreidi-
mensionalen Grundflache. Sie kann nicht mit einfachen Mitteln visualisiert werden.
Hier ist die Definition

Gradient einer skalaren Funktion f(z,y,z) von drei Varia-

blen
of (x,,2)

Oz
grad f= | % (g;/y’z)

Of (x,y,2)
0z

C.8.5.2. Divergenz in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten eine Vektorfunktion

o = ( Fi0))

X x+dx

\ 4

Abb. C.7.: VEKTORFELD mit Umrandung

Wenn wir die Umrandung betrachten, dann sehen wir, dass netto etwas aus ihr
herausfliesst. Die ,,Flache* ist dz. In die z-Richtung heisst das, dass
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fz(«T + dZL',y) — fz(«T,y)
dx

F,-dz = f.(x +dz,y) — fo(x,y) = F, =

fliesst.

In die y-Richtung miissen wir die schrag liegenden Vektoren aufteilen. Die x-
Komponente, f,(z,y) und f.(x,y + dy) ist parallel zur oberen und unteren Um-
randung. Sie trégt nichts zum Fluss bei. Also gilt auch fiir die y-Richtung

fy(x, Yy + dy) - fy(xv y)
dy
Die Grosse F' = F, + F, nennen wir Divergenz oder Quellstarke. Mit

lm 7, — fim Je@ T d9) = foley) _ Ofelwy)
dz—0 dz—0 dr Oz

Fy'dy:fy(xay+dy>_fy(xay):>Fy:

und

lim B, — lim L0880 = fl@y)  Oh @)
dy—0 dy—0 dy ay

erhalten wir fur die

Divergenz oder Quellstiarke in 2 Dimensionen

Ofz(z,y) N Ofy(z,y)
ox dy

div f(x,y) =

Eine analoge Uberlegung kann man sich in drei Dimensionen machen. Die Vektor-

funktion ist dann
foz,y, 2)
flx,y,2) = | fy(z,y,2)
fo(2,y,2)

Wir definieren

Divergenz einer Vektorfunktion f(z,y,z) in drei Dimensio-
nen

i Ofe(2,y, 2 ofy(x,y, 2 of.(x,y,z
div f(z.y, ) = f(axy ) | fJ(ayy ) | f(azy )

C.8.5.3. Rotation in kartesischen Koordinaten

Wir betrachten wieder eine zweidimensionale Vektorfunktion
Jo(2, )
T,Y) =
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X x+dx

\ 4
X

Abb. C.8.: Drehung eines schwimmenden Klotzes, Rotation

Wir nehmen nun an, dass die durch f(z,y) definierten Stromungen den recht-
eckigen schwimmenden Klotz beeinflussen. So wie die Vektoren gezeichnet sind,
wird er sich drehen. Seine Drehachse zeigt aus der Zeichenebene heraus, also die
z-Richtung. Die Drehung hat etwas zu tun mit den Grossen

Ryds = f,(a + de.y) ~ fy(2.y) — B, = 20D ZH{T0

und

f£ﬂ<x7y + dy) B fﬂc<xay)

Rxdy:—(fx<$,y+dy>_fx(xay>):>R$:_ dy

Um bei gleicher Drehrichtung (positiv ist im Gegenuhrzeigersinn) eine positive
Grosse zu haben, wird bei R, ein ,—“ eingefiigt. Mit

lim Ry — lim fy(x_'_da:ay) B fy(xvy) _ afy(xay)
dz—0 dz—0 dx Oxr

und

lm R, — — lim 22®Y W) = L@y)  Ofalz,y)
dy—0 dz—0 dx Dy

ist die Starke der Drehung oder die

Rotation in zwei Dimensionen

8fy($,y) - afl"<£7y)

= ox Jy

Diese R zeigt in die +2-Richtung, wenn wir den zweidimensionalen Raum im drei-
dimensionalen eingebettet betrachten. Fiir eine dreidimensionale Vektorfunktion
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fx<x7 Y, Z)
f(xaywz) = fy(x,y,z)
fe(z,y,2)

kann man sich iiberlegen, dass die gleichen Uberlegungen wie fiir die xy-Ebene
(Rotation um z) auch fir die xz-Ebene (Rotation um y) und die yz-Ebene (Rota-
tion um z) gelten. Wir definieren also

Rotation in drei Dimensionen
of(z,y,2) _ Ofy(x.y,2)
. dy _ 0z
rot f(z,y,z) = dfr(({;iyvz) _ 3fzg;;y=2)
Ofy(xy.2)  Ofa(z,y,2)
ox dy
Man kann sich die Berechnung gut merken mit
Gedankenstiitze fiir Rotation
0
rot f(xvwa) - @ X fy<$7y7 Z)
Oz fZ (I, y7 Z)

C.8.6. Totale Ableitung bei mitgefiihrten Koordinatensystemen

Wenn v = %r ein konstanter Geschwindigkeitsvektor ist und diese Grosse an

einem mit der Geschwindigkeit v bewegten Ort beobachtet wird, dann gilt (Siehe
Jackson| , p212]):

d 0 0
E_a+fu-v_§—1—v-grad (C.8.34)

wobei % die totale Ableitung im raumfesten Koordinatensystem und % die lokale,
mitgefithrte Ableitung ist. Diese Gleichung stammt von der Kettenregel:

d 0 d 0
SF @) ) = o @) S )+ 5 2 (1))
= v(t)aaxf (z(t),t) + gtf (z(t),t) (C.8.35)

In drei Dimensionen muss mit dem Gradienten gerechnet werden:
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CF ) = )02 (1))
= [grad f (z.y, 1] G (1) + 5 F (r(6).0)
= lgrad [ (r (1), 0] -0(t) + = (r (1))
= gt (r(t),t)+v(t)- grad f(r(t),t) (C.8.36)

Dabei bedeutet die partielle Ableitung 0/0t dass man nur nach der Zeitvariable
ableitet, nicht aber nach der impliziten Zeitableitung in r.
Mit Gleichung (C.8.28) kann man schreiben

rot (Bxwv)=(v-grad )B — (B- grad )v+ Bdivv—vdiv B
Vx(Bxv)=(w-V)B—(B-V)v+ BV -v—vV: B (C.8.37)
oder
(v-grad ) B = rot (Bxwv)+ (B-grad )v— Bdivv+wvdiv B
(v-V)B=V x (Bxv)+(B-V)v—BV.-v+vV-B (C.8.38)

Nun ist div B = 0. Weiter ist div (%v) =4 diveo =424(3) =0 und grad v =
% grad r = %E = 0, wobei F die 3 mal 3 Einheits-Diagonalmatrix ist. Damit

haben wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit

(v-grad ) B = rot (B x v)

(v-V)B=V x (B xwv) (C.8.39)
und
19814 vB=2B+vVx(Bxwv) (C.8.40)
dt— Ot Ot o

C.9. Satz von Gauss

Der SATz vON K. F. GAuss (1777-1855) verkniipft ein Volumenintegral mit
einem Oberflachenintegral.
Gegeben seien

o eine vektorielle Ortsfunktion v(r)
« ecine geschlossene Flache a, die das Volumen V' (.S) umschliesst.

/ div vdV:/v-da:/v-nda (C.9.1)
(a) a

a

v

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EESN 295



Mathematische Satze 296

Man kann auch schreiben div v = V - v, wobei V = (0/0x,0/dy,0/0z) der
NABLA-OPERATOR ist.

C.10. Satz von Green

Der SATZ VON G. GREEN (1793-1841) verkniipft ein Volumenintegral mit einem
Oberflachenintegral.
Gegeben seien

o eine skalare Ortsfunktion W(r)

« cine geschlossene Fliache a, die das Volumen V' (S) umschliesst.

/ AUV = / grad VU - da = / grad VU - nda (C.10.1)
V(a) a a
Man kann auch schreiben grad ¥ = VWU, wobei V = (9/0z,0/0y,0/0z) der
NABLA-OPERATOR ist.

C.11. Satz von Stokes

Der SATZ VON G. G. STOKES (1819-1903) verkniipft ein Oberflichenintegral
mit einem Linienintegral.
Gegeben seien

« eine vektorielle Ortsfunktion v(r)

« ecine geschlossener Weg s, der die Oberflache a(s) umrandet.

/ rot v-da = / rotv-nda:%v-ds (C.11.1)
a(s) a(s) s
Man kann auch schreiben rot v = V x v, wobei V = (9/0x,0/dy,0/0z) der
NABLA-OPERATOR ist.
Dabei wird jedes Flachenelement so umlaufen, dass die entsprechende Normale n
der Bewegung einer Rechtsschraube entspricht.
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D. Rechnen mit Integralen

D.1. Integration

f(u)?

/

Uq Us

Abb. D.1.: Integration einer Funktion

Integrieren, d.h. Flache unter der Kurve oder den ,,zuriickgelegten“Weg bestimmen

u2

/f(U)du:gi:rgoéf@ﬁjW;ul)-(uz_?“) (D.1.1)

n
U1

Die verwendeten Symbole sind nebenséchlich. Man kann mathema-
tische Operationen mit allen Symbolen durchfiihren, z.B. die Inte-
gration mit w.
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f) [ f(r)dr
tn —=t" wobein # —1

sin (t) — cos (t)
cos (t) sin ()

t et

In(t)

= 0

Tab. D.1.: Beispiele fiir Integrale

Gesetze der Integration

/(g (x) + h(z))dx = /g(x) da:—i—/h(a:) dx (D.1.2)

[ @@ W @)de=g@) @) - [¢ @h@de  (D13)

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , Dp. 447])

Konstanter Faktor
/af(a:)dx = a/f(:c)d:c

Integral einer Summe oder Differenz

/[u(:v)—l—v(x)—w()]d / da:—l—/ dm—/ (2)dz

Substitutionsmethode

Sei y = ¢()

[ 1wy = [ flo@)e (@)da

Partielle Integration der Kettenregel der Differentiation
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299 D.2 Unbestimmte Integrale

D.2. Unbestimmte Integrale

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp. 445])

Funktion Integral Funktion Integral

n n znt! T
x Jatdr = T n#—1 % f%:1n|x|
sin(z) [ sin(x)dx = — cos(z) cos(z) [ cos(x)dx = sin(x)
tan(z) [tan(z)dz = —In | cos(x)| cot(x) [ cot(z)dz = In |sin(x)|
cos%(:c) f cong(x) = tan(:z:) sian(w) f sindgiz) == COt(.ﬁL’)
ﬁ J azdfo = %arctan% e’ [ etdr = €*
a® fawdx:% Inx JInzdr =xlnz —x
sinh x [ sinh xdx = cosh x coshz [ cosh xdx = sinh x
tanh Jtanh zdx = In | cosh z| cothx [ cothzdxr = In | sinh x|
m f cosleQ:v = tanhx ﬁ f sind}f:z:v = COthI
1 dr iz

s | 5= = arcsin {

Tab. D.2.: Unbestimmte Integrale

D.2.1. Bestimmte Integrale und Integrale mit variabler oberer
Grenze

Wenn fir eine Funktion f(z) die Stammfunktion

Fz) = /f(x)dx e (D.2.1)

ist, haben bestimmte Integrale der Funktion f(z) die Form

a

Fly= /f(x)dx — F(2)]" = F(b) — F(a) (D.2.2)

Der Name der Variablen im bestimmten Integral sind irrelevant
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b b b
Fus= [ J@)de = [ (O = [ [(E)E= FE)I, = F(b) - F(a) ~ (D2.3)

Wir kénnen nun die obere Grenze variabel machen. Wichtig ist, dass die Variable
im Integral eine andere Variable ist wie in der Grenze

[ £0)dc = FOI = F(a) - Fla) (D2.4)
Wenn F(z) nach x abgeleitet wird, erhélt man wieder f(z).
I rdc= L ipy - r@) = T < gy 029

Wenn die Variable x die untere Grenze ist und die obere Grenze fest ist, b, dann
gilt

b

[ 1&g = FO)L, = F) - F(a) (D-2.6)
und
2] e =L rw) - Py = -~ i) (D.2.7)
Ist die obere Grenze eine Funktion g(z), gilt
& @5 = 2 (Flote)) - Fla) = ~CED — pioan @D pasg)

a

Dies ist nichts anderes als die Kettenregel der Differentiation (Siehe Tabelle C.2).

D.3. Berechnung von Linienintegralen

Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich an | , Seite 214] an. Gegeben sei
ein Vektorfeld F'(r). Zu berechnen sei das Linienintegral

T2
/ F(r)-dr
r1,b
zwischen den Punkten r; und 75 entlang der Bahn . Wir nehmen an, dass die
Bahn b mit der Bahnldnge s parametrisiert sei, also durch r(s) gegeben sei. Dann
ist F'(r) = F(r(s)) und der Tangenteneinheitsvektor ist

dr

T:%
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301 D.4 Die Diracsche Deltafunktion

Mit r(s1) = r; und 7(s2) = 7y ist das Linienintegral

/2 F(r)-dr= /2F<’l“(9>) - T(s)ds (D.3.1)
r1,b 51

Das Linienelement ds wird aus der Kurvenlédnge s(t) (¢ ein beliebiger Parameter)
in kartesischen Koordinaten so berechnet:

¢ 2 2 2 2 2 2
B dx dy dz ds dx dy dz
0
(D.3.2)
Ausgeschrieben ist dann das Linienintegral mit s; = s(t1) und s(¢) = s(t3) und

r(s(t)) = (2(s(t)), y(s(1)), 2(s(1)))"

T2 s(t2)
[ Fr)-dr = /F(r(s))-r(s)dz(;)dt

r1,b s(t1)

= re) T<S>J (Z0) 4 (B0 () s

s(t1)

Wenn 7(t) gegeben ist, wobei t irgend ein stetiger Parameter ist, nicht notwendi-
gerweise die Kurvenlange, dann kann man mit

_ dr(t)

7(t) o

(D.3.4)

und damit

79 (tz) S(tg)

[ Few)-dr= [ Frisw) (s

1"1(t1),b S(tl)

- /F(r(s(t)))C“;lf)ds:/p(r(s@))) Fal

:/F(r(t))-d:lit)dt:/F(r(t)) F(t)dt (D.3.5)

D.4. Die Diracsche Deltafunktion

Die Diracsche Deltafunktion ist ein niitzliches Instrument, um diskrete Ladungs-
verteilungen, Krafte, Punktmassen als kontinuierliche Verteilung oder Kraftfelder
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zu beschreiben.
Wir beginnen, indem wir die Funktion

=2 (D.4.1)

Diracsche d-Funktion

a=3.0 —
a=1.0 —
8 a=0.3 ——
a=04 ——
6
z
= 4
2
[
0 [ I | 1
-10 -5 0 5 10

Abb. D.2.: Darstellung von f(z), wobei a variiert wird.

In der Abbildung D.2 sieht man, dass mit kleiner werdendem a die Amplitude von
f(z) immer grosser wird. Die Fliache unter der Kurve

i/; _ C1Z (g 3 (_g)) 1 (D.4.2)

ist konstant und unabhéngig von a. Wir definieren nun die Diracsche Delta-
Funktion

X

) a/2 1
A= / f(x)dx = / —dxr = —
a
—00 —a/2

a

i(z) = (1111)1[1) f(z) (D.4.3)
Damit ist auch
00 00 a/2 1
/ O(x)dx = / <(111£>I(1) f(x)) dx = (IIIE)I(I) adx = (lllir(l) 1=1 (D.4.4)
—00 —o0 —a/2

Als Anwendung betrachten wir das Integral des Produktes

/ g(x)o(z)dx

—00

wobei g(z) gentigend oft (Fragen Sie einen Mathematiker oder lesen die Packungs-
beilage oder ein Mathematikbuch) stetig differenzierbar sein soll. Die Taylorreihe
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303 D.4 Die Diracsche Deltafunktion

von g(x) ist dann

0 " (o
g(x) =g(0)+x <axg(a:) x:o) +...+ ol (axng(x) x:o) +... (D.4.5)
Dann ergibt das Integral
/ g(0)d(x)de = lim [ g(z)f(z)dz (D.4.6)
—limoo (0) + E() + f(z)d
_(HO?OO g z |59 ) x)dx
2 0 1
= (lzlg(l) //2 lg(O) +a (axg(:r) x_0> +.. ] de
a/2 0 a/2
Zg(x
= lim @ / dx—l—(axg(w / xch—i—...]
a—0 a a
—a/2 —a/2
0 a/2
g(x 2
=g(0) + lim (90, _y) +2 +...
a—0 a 2
—a/2
_ 0 a?
— o0+l | (o] ) 5] =00

Damit ist klar, dass die niitzliche Gleichung

[e.o]

[ 9@)étx — zo)dz = g(ao) (D.4.7)

—00
gilt. Man kann sie anwenden, zum Beispiel im Gaussschen Gesetz, wenn man das
elektrische Feld einer Ebene berechnen will. Wir setzen fiir die Ladungsdichte

pel(‘fm Y, Z) = UEl(xv y)(S(Z)

Fiir die Einheiten haben wir

[pa] = Cm ™ [oet) = Cm™

Der Unterschied in den Dimensionen rithrt daher, dass die Delta-Funktion 6(z)
implizit die Dimension [0(z)] = m~! hat, sonst wéren die Definition in Gleichung
(D.4.3) und Gleichung (D.4.1) dimensionsmassig nicht korrekt.

Das Gausssche Gesetz sagt dann

ff Dda = fff PerdV = fjj pe(x,y, z)dedydz
A(V) v v

= fff oea(x,y)d(z)dxdydz = ff oer(,y)dzdy

Ebene
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E. Umrechnungen zwischen
kartesischen, spharischen und
zylindrischen
Koordinatensystemen

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp- 218])
(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp. 667])
Definitionen

Kartesisches System
Vc = ‘/a:em + ‘/yey + ‘/262

Spharisches System
VS = V;GT + V¢6¢ + %69

Zylindrisches System
V,.=Ve +Vie, + Ve,

Die Transformation zwischen den Koordinatensystemen lduft auf eine allgemeine
Drehung der Koordinaten im Raum hinaus.

Zfz”* s

Abb. E.1.: Definition der Koordinatensysteme. Links: kartesisches System. Mit-
te: Zylinderkoordinaten. Rechts: Kugelkoordinaten
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306

E.1. Vom kartesischen ins spharische System

V, = Vysinfcos ¢ + V,sinfsin¢ + V, cos 0
Vo = Vzcostlcosg + V, cosfsing — V. sint
Vy = —=Vpsing + V, cos ¢

E.2. Vom spharischen ins kartesische System

Ve =V, sinf cos ¢ + Vycost cosp — Vysin ¢
V, = V,sinfsin ¢ + Vj cos O sin ¢ 4 V;, cos ¢
V,=V,.cos0 — Vysinf

E.3. Vom kartesischen ins zylindrische System

V, =Vycos¢+ V,sing
Vy = =V sing + V, cos ¢
V.=V,
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307 E.4 Vom zylindrischen ins kartesische System

E.4. Vom zylindrischen ins kartesische System

X

Abb. E.2.: Umrechnung der Koordinaten

Ve =V,cos¢ — Vysin¢
Vy, = V,sin¢ + Vg cos ¢
V.=V,

E.5. Vom spharischen ins zylindrische System

V, = V,sinf + Vj cos 6
Vo ="Vs
V,=V,.cos0 — Vysin6
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Umrechnung zwischen Koordinatensystemen 308

E.6. Vom zylindrischen ins spharische System

V., =V,sinf + V, cos b (E.6.1)
Vo =V,cos0 — V. sinb (E.6.2)
Vo=V, (E.6.3)

(E.6.4)
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F. Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen in
Kugelkoordinaten

Wir betrachten die Definition der Kugelkoordinaten

Abb. F.1.: Mitgefithrtes orthogonales Koordinatensystem und kartesisches Koor-
dinatensystem

Gegeben sind einerseits die kartesischen Koordinaten x, y und z, andererseits die
Kugelkoordinaten r, ¢, und . Am Punkt P definieren wir ein mitgefiihrtes karte-
sisches Koordinatensystem. Seine Orientierung hangt also von der Zeit ab! Beide
Koordinatensysteme sind jeweils durch ein Tripel von Einheitsvektoren gegeben,
die jeweils gegenseitig orthogonal sind. Die Einheitsvektoren sind im kartesischen
System e,, e, und e, und im mitgefithrten kartesischen System e,, e, und eg.
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Abb. F.2.: Betrachtung in der zy-Ebene fiir e,

Wir betrachten zuerst die xy-Ebene. Die Projektion des Ortsvektors r auf diese
Ebene nennen wir p. Wir erhalten also die Beziehungen (Einheitsvektoren!)

ey = —sin(¢)e, + cos(¢)e, (F.0.1)
p = cos(¢)e, +sin(¢)e, (F.0.2)
L4
e
€A o ey
. .

Abb. F.3.: Betrachtung in der pz-Ebene zur Bestimmung von e, und ey

Wir betrachten nun die Ebene gebildet aus den Vektoren p und e,. In dieser
Darstellung ist e, radial und ey zeigt in die Richtung der positiven #-Koordinate.
Dadurch ist auch e,, ey und e, in dieser Reihenfolge ein ortogonales Rechtssystem.
Aus der Abbildung liest man
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311 F.1 Geschwindigkeiten

e, = cos(f)e, + sin(f)p (F.0.3)
= cos(f)e, + sin(f) (cos(p)e, + sin(¢)e,)
= sin(f) cos(¢)e, + sin() sin(¢)e, + cos(h)e.

ey = —sin(f)e, + cos(f)p (F.0.4)
= —sin(f)e, + cos(f) (cos(p)e, + sin(¢)e,)
= cos(8) cos(¢)e, + cos(f) sin(¢)e, — sin(f)e,

Dabei merken wir uns, dass # und ¢ Funktionen der Zeit sind. Zusammenfassend
erhalten wir

e, = sin(f) cos(¢)e, + sin(f) sin(¢)e, + cos(f)e, (F.0.5)
ey = cos(f) cos(¢)e, + cos(d) sin(¢)e, — sin(f)e, (F.0.6)
e, = —sin(¢)e, + cos(¢)e, (F.0.7)

Wir wissen, dass e,, e, und e, ein orthogonales Koordinatensystem ist. Also ist
insbesondere 1 = e, -e, =e,-¢, =e,-e,und 0 =e,-e, =€, -€,, =€, -e,.
Wenn wir mit diesem Wissen e, - e,, eg - ey und ey - €,4 sowie e, - €y, €y - €, und
e4 - e, berechnen, konnen wir zeigen, dass auch das Koordinatensystem e,, ey und
ey ein orthogonales Koordinatensystem ist.

Wenn wir dieses Gleichungssystem nach e,, e, und e, auflésen, erhalten wir die
Umkehrrelationen

e, = sin(f) cos(¢)e, + cos(#) cos(p)eg — sin(p)e, (F.0.8)
e, = sin(f) sin(¢)e, + cos(f) sin(¢p)ey + cos(p)ey (F.0.9)
e, = cos(f)e, —sin(f)ey (F.0.10)

Durch Riickeinsetzen kann man sich tiberzeugen, dass dies konsistente Formulie-
rungen sind.

F.1. Geschwindigkeiten

Wir wissen, dass in kartesischen Koordinaten

x
r=|y|=uze,+ye, + ze, (F.1.1)
2

der Ortsvektor ist. Die Geschwindigkeit ist dann

da .
dr gt v . . .
dt dz 3

dt
Wir verwenden die Beziehungen
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x = rsin(f) cos(¢) (F.1.3)
y = rsin(6) sin(¢) (F.1.4)
z = rcos(f) (F.1.5)
und leiten sie ab. Wir erhalten
i = 7sin(6) cos(¢) + 7 cos(0) cos(¢)f — rsin(0) sin(¢) (F.1.6)
3 = 7sin(#) sin(¢) + 7 cos(6) sin(p)d + rsin(8) cos(¢p)¢ (F.1.7)
2 = 1 cos(f) — rsin(6)f (F.1.8)

Wir setzen in die Gleichung F.1.2 die Gleichungen F.0.8, F.0.9, F.0.10, F.1.6, F.1.7

und F.1.8 ein und ordnen nach e,, ey und ey.

v =1e, +ye, + Ze,
=% [sin(6) cos(¢)e, + cos(f) cos(p)ey — sin(¢)ey]
+ ¢ [sin(0) sin(¢)e, + cos(8) sin(¢p)ey + cos(p)ey)
+ % [cos(f)e, — sin(0)ey]
= [ sin(0) cos(¢) + ysin(6) sin(¢) + 2 cos(F)] e,
+ [ cos(f) cos(¢) + ycos(f) sin(p) — Zsin()] eq
+ [sin(9) + geos(@)] es

(F.1.9)

Der Ubersichtlichkeit halber berechnen wir nun die drei Komponenten e,, ey und

ey getrennt. Wir beginnen mit e,.
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313 F.1 Geschwindigkeiten

v, =t sin(f) cos(p) + ysin(f) sin(¢p) + £ cos(6) (F.1.10)
= [7’" sin(0) cos(¢) 4 r cos(f) cos(¢) — rsin(6) sin(qﬁ)qﬂ sin(#) cos(¢)
+ [7’“ sin(f) sin(¢) 4 r cos(0) sin(¢)6 + r sin(6) COS(¢)§§} sin (@) sin(¢)
+ {7“ cos(f) —r sin(G)é] cos(0)
=7 [sir%(e) cos(¢) sin(f) cos(¢) + sin(0) sin(¢) sin(6) sin(¢) + cos(f) cos(6)]
+ rQ [cos () cos(¢) sin(#) cos(¢p) + cos(f) sin(¢) sin(f) sin(¢) — sin(6) cos(6)]
+ 7¢ [—sin(f) sin(¢) sin(#) cos(¢) + sin(6) cos(¢) sin(f) sin(¢)]
=7 {sinQ(é’) cos?(¢) + sin’(6) sin®(¢) + cos*(# }
+ 10 [COS(@) cos?(¢) sin(#) + cos(6) sin?(¢p) sin(#) — sin(6) cos(@)]
+ 7 [— sin?(6) sin(¢) cos(¢) + sin®(6) sin(¢) cos(¢ )}
=7 {sinQ(é’) (cos2(gz5) + sin2(¢)) + cos (9)}
+ 76 {cos(@) sin(#) [COSQ(¢) + sinz(gb)] — sin(#) COS(@)}
=7 {Sinz(ﬁ) + cosz(G)} + 1 [cos() sin(f) — sin(f) cos(6)]

=7

Wir fahren mit ey weiter.

vp =1 cos(f) cos(¢) + ¢ cos(#) sin(¢) — Zsin(6) (F.1.11)
= [7” sin(6) cos(¢p) + r cos() cos(¢)f — rsin(6) Sin(gb)qi.)] cos(#) cos(¢)
+ [7“ sin(6) sin(¢) + r cos() sin(¢)f + r sin(6) cos(qb)é} cos(#) sin(¢)
— [ cos(6) — rsin(0)] sin(0)
=7 [sin () cos(¢) cos(#) cos(p) + sin(f) sin(¢) cos() sin(¢p) — cos(f) sin(0)]
+ 78 [cos() cos(¢) cos(B) cos(¢) + cos(B) sin(¢p) cos(6) sin(¢) + sin(f) sin(8)]
+ 7¢ [—rsin(f) sin(¢) cos() cos(¢) + sin(6) cos(¢) cos(f) sin(p)]
=7 {sin(@) cos(6) COSQ(gb) + sin(6) cos(6) sin®(¢) — cos(#) sin(@)}
+ 76 {cos cos?(¢) + cos?(6) sin?(¢) + sinQ(G)}
+ r¢ [—rsin(f) sm(qﬁ) cos(f) cos(¢) + sin(0) sin(¢) cos(6) cos(p)]
=7 [sin(#) cos(#) — cos(@) sin(0)]
+70 {cos + sin? }
=rf

Wir schliessen mit eg.
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vy = — &sin(¢) + y cos(¢) (F.1.12)
=— [7’" sin(0) cos(¢) 4 r cos(f) cos(¢)f — rsin(6) sin(qﬁ)q'ﬁ} sin(¢)
+ [7” sin(6) sin(¢p) + r cos(#) sin(¢)0 + r sin(6) COS(gb)d)} cos(¢)
=7 [— sin(#) cos(¢) sin(¢) + sin(f) sin(¢) cos(¢)]
+ 10 [— cos(0) cos(¢) sin(¢) + cos(6) sin(¢p) cos(¢)]
+ r¢ [sin(6) sin(¢) sin(¢) + sin(0) cos(¢) cos(¢)]
=r¢ {sin(&) sin®(¢) + sin(6) cosZ(gb)}
—rsin(6)¢

Zusammenfassend haben wir
vV =U,€, + Upey + Vg€ (F.1.13)

=re, + rfeg + rsin(f)de,

F.2. Beschleunigung

Die Beschleunigung ist in kartesischen Koordinaten

d’z -

d*r @z * . N .
&z 3
di?

Wir verwenden die Beziehungen

x =rsin(f) cos(¢) (F.2.2)
y =rsin(0) sin(¢) (F.2.3)
z =7 cos(0) (F.2.4)

und leiten sie zweimal ab. Wir erhalten aus

i =7 sin(f) cos(¢) + r cos(8) cos(¢) — rsin(8) sin(¢)d
3 =7 sin(6) sin(¢p) + r cos(#) sin(¢)8 + rsin(h) cos(¢)d
4 =7 cos(f) — rsin(0)d

die Gleichungen
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+ 7 cos(8) cos(¢)f — rsin(f) cos(¢)8? — 1 cos(8) sin(p)dh + 1 cos(8) cos(¢p)b

— 7sin(f) sin(¢)d — 7 cos(f) sin(@)pf — rsin(h) cos(¢)p* — rsin(6) sin(¢p)
=7 sin () cos(¢)

+ 76 [cos(6) cos(¢) + cos(f) cos()]

+ 7¢ [— sin(f) sin(¢) — sin(6) sin(¢)]

+ r6? [— sin(0) cos(¢)]

+ rd0 [— cos(6) sin(@) — cos(f) sin(e)]

+ 70 [cos(6) cos(¢)]

+ r¢? [—sin() cos(¢)]

41— sin(8) sin(6)]
=i sin(f) cos(¢) + 270 cos(f) cos(¢p) — 27dsin(f) sin(p) — 762 sin(6) cos(¢)

— 2rdf cos(0) sin(¢) + 6 cos(h) cos(p) — r¢? sin(0) cos(¢) — rdsin(f) sin(ep)

i =i sin(0) cos(¢) + 7 cos() cos(¢)d — 7 sin(6) sin(¢p) ¢ (F.2.5)
)
)

und

§j =i sin(f) sin(p) + 7 cos(6) sin(¢)f + 7 sin(#) cos(d) (F.2.6)
+ 7 cos(0) sin(¢)f — rsin() sin(¢)0% 4 r cos(0) cos(¢)f¢ + 1 cos() sin(¢)d
+ 7sin(0) cos(¢)d + r cos(6) cos(¢)0é — rsin(6) sin(¢)d? + rsin(f) cos(¢)d
=7 sin(#) sin(¢)
+ 76 [cos(6) sin(¢) 4 cos(6) sin(¢)]
47 [sin(8) cos(6) + sin(8) cos(d)]
— 62 sin(0) sin(¢)
+ 70¢ [cos(f )cos(d)) + cos(0) cos(9)]
+ rcos(#) sin(¢)f
— r¢?sin(f) sin(¢ )
+ rsin(f) cos(¢)d
=i sin() sin(¢) + 270 cos(0) sin(¢) + 27¢sin(0) cos(¢) — ro? sin() sin(¢)
+ 2rf¢ cos(8) cos(¢) + 1 cos(8) sin(¢) — r¢? sin(6) sin(¢) + rdsin(8) cos(d)

cos(

sowie

% =i cos(f) — 7 sin(6)0 (F.2.7)
— 7sin(0)0 — r cos(0)6? — rsin(6)
=i cos(f) — 2isin(0)f — r cos(8)d — rsin(6)f

Wir setzen in die Gleichung F.2.1 die Gleichungen F.0.8, F.0.9, F.0.10, F.2.5, F.2.6
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und [.2.7 ein und ordnen nach e,, ey und e.

a =ie, + je, + Ze, (F.2.8)
=7 [sin(0) cos(¢)e, + cos(f) cos(p)ey — sin(p)ey]
+ ¢ [sin(#) sin(¢p)e, + cos(#) sin(p)eg + cos(d)ey)
+ Z [cos(0)e, — sin(h)ey]
= [#sin(f) cos(¢) + ysin(f) sin(¢) + 2 cos(h)] e,
+ [& cos(6) cos(¢) + i cos(#) sin(¢) — Zsin(6)] ey
+ [—isin(@) + § cos(9)] e

Der Ubersichtlichkeit halber berechnen wir nun die drei Komponenten e,, ey und
e4 getrennt. Wir beginnen mit e,.
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F.2 Beschleunigung

a, =

Zsin(#) cos(¢) + ysin(0) sin(p) + 2 cos(h) (F.2.9)

= {r sin(f) cos(p) + 270 cos() cos(¢) — 27 sin() sin(¢) — r6? sin(6) cos(p)

— 2r¢f cos(f) sin(¢) + r6 cos(6) cos(d) (F.2.10)
—r¢?sin(f) cos(¢) — résin(h) sin(gb)} sin () cos(¢)

+ [r sin(6) sin(¢) + 270 cos() sin(¢) + 2 sin() cos(¢)

— 762 sin(6) sin(¢) + 2rf¢ cos() cos(¢)

+r cos(0) sin(¢)0 — r¢? sin() sin(¢) + r¢ sin(f) cos(¢ )} sin(#) sin(¢)

+ [r cos(6) — 2r0sin(0) — 762 cos(8) — rd sin(@)} cos(0)

=7 [sin(f) cos(¢) sin(#) cos(¢) + sin(6) sin(¢) sin(6) sin(¢) + cos(f) cos(6)]

+ 270 [cos(6) cos(¢) sin(8) cos(@) + cos(f) sin(¢) sin(f) sin(¢) — sin(f) cos(h)]
+ 27 [— sin(6) sin(¢) sin(#) cos(¢) + sin(f) cos(p) sin(f) sin(¢)]

+ 6% [— sin(8) cos(¢) sin(8) cos(¢) — sin(8) sin(¢) sin(8) sin(¢p) — cos(8) cos(6)]
+ 2rf¢ [~ cos(0) sin(¢) sin() cos(¢) + cos(f) cos(¢) sin(8) sin(e)]

+ 16 [cos() cos(¢) sin(8) cos(¢) + cos(h) sin(p) sin() sin(¢) — sin() cos(6)]

+ r¢? [— sin() cos(¢) sin(0) cos(¢) — sin(f) sin(¢) sin(8) sin(¢)]

+ ¢ [— sin(f) sin(¢) sin(0) cos(¢) + sin(f) cos(¢) sin(f) sin(¢)]

=i [sin®(8) cos” () + sin® (0) sin®(¢) + cos”(6)]

+ 270 |cos(0) sin(0) cos®(¢) + cos(6) sin(6) sin*(¢) — sin(0) cos(0)]
+ 27¢) [— sin®() sin(¢) cos(¢) + sin®(#) cos(¢) Sin(¢)}

+10% [~ sin*(9) cos?(¢) — sin*(0) sin*(¢) — cos™(0)]

+ 76 [cos(6) sin(6) cos*(¢) + cos(0) sin(6) sin(¢) — sin(6) cos(0) |
+ r¢? {— sin?(6) cos*(¢) — sin®(0 )st(gb)}

+7¢ {— sin’(0) sin(¢) cos(@) + sin®(6) cos(¢) sin(¢)]

=7 {Sin2(0) + 0082(9)]

und

+ 276 [cos(0) sin(#) — sin(0) cos(6)]
+ r6? { sin?(0) — cos (0)}
+ 16 [cos() sin(f) — sin(f) cos(6)]
+ T¢ [ sin? 9)}

— 0% — rsin?(0)¢?
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ag =7 cos(0) cos(¢) + 7 cos(f) sin(¢) — Zsin(0) (F.2.11)
= [r sin(0) cos(¢) + 270 cos(f) cos(¢) — 27 sin(f) sin(¢p) — r6? sin(6) cos(¢)

—2r$f cos(0) sin(¢) + r cos(8) cos(¢) — rd? sin(8) cos(¢) — rdsin() sin(gf))} cos(0) cos(¢)
+ {7" sin(0) sin(¢) + 270 cos(0) sin(¢) + 2r¢ sin(f) cos(¢) — 762 sin(6) sin(¢)

+2r0¢ cos(0) cos(¢) + 0 cos(0) sin(¢) — r¢® sin(f) sin(¢) + rdsin(0) cos(<b)] cos () sin(o)
- [7“ cos(6) — 270sin(0) — 76 cos(h) — r6 sin(@)} sin(#)

=7 [sin(f) cos(¢) cos(#) cos(p) + sin(f) sin(¢) cos() sin(¢p) — cos(f) sin(6)]

+ 270 [cos(6) cos(¢) cos(8) cos(¢) + cos(8) sin(p) cos(8) sin(¢) + sin(8) sin(6)]
+ 27¢) [— sin(6) sin(¢) cos(0) cos(¢) + sin(f) cos(@) cos() sin(¢)]

+ r6? [— sin(0) cos(¢) cos() cos(¢p) — sin(f) sin(¢) cos(8) sin(¢) + cos(f) sin(6)]
+ 2rdf [~ cos(0) sin(¢) cos() cos(p) + cos(h) cos(¢) cos() sin(e)]

+ 1 [cos() cos(¢) cos(8) cos(¢) + cos(6) sin(¢p) cos() sin(¢) + sin(f) sin(6)]
+ 1r¢? [~ sin(0) cos(¢) cos(f) cos(¢) — sin(f) sin(¢) cos() sin(e)]

+ 1 [— sin(0) sin(¢p) cos() cos(@) + sin(8) cos(¢p) cos(h) sin(e)]

= [sm( ) cos(8) cos?(¢) + sin(f) cos(6) sin?(¢) — cos(6) Siﬂ(@)}

+ 210 {cos (0) cos®(¢) + cos?(0) sin(¢) + sinZ(G)]

+ r? [ sin(6) cos(8) cos?(¢) — sin(6) cos(6) sin?(p) + cos(h) sin(@)}

+ 76 [cos (0) cos®(¢) + cos*(0) sin®(¢p) + sin®(0 )}

+1¢” |~ sin(0) cos(6) cos*(¢) — sin(0) cos(6) sin ()|

=7 [sin(#) cos(#) — cos() sin(0)]

+ 210 {cos (0) + sin*(¢ )}

+ r6? [— sin(0) cos() + cos(0) sin(h)]

+ 76 [0052(9) sin?(6 )}

— 1¢? [sin(f) cos(h)]

=270 + rf — rsin(f) cos(6) P>

318
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und schliesslich

ag = — &sin(¢) + i cos(¢) (F.2.12)
=— [r sin(0) cos(¢) 4 276 cos(8) cos(¢) — 2r¢ sin(f) sin(¢) — 762 sin(#) cos(p)
—2r¢0 cos(0) sin(¢) + 76 cos() cos(¢) — r¢? sin(0) cos(¢) — r¢ sin(h) sin(gb)} sin(¢)
+ [r sin(6) sin(¢) + 270 cos() sin(¢) + 2 sin(#) cos(¢) — 62 sin(f) sin(¢p)
+2rf¢ cos(0) cos(¢) + 0 cos(8) sin(¢) — r¢?® sin(6) sin(¢) + rdsin() cos(cb)] cos(o)
=7 [— sin(0) cos(¢) sin(¢) + sin(f) sin(¢) cos(¢)]
+ 270 [~ cos(6) cos() sin(¢) + cos(8) sin(p) cos(d)]
+ 27¢ [sin(6) sin(¢) sin(¢) + sin(6) cos(¢) cos()]
+ 767 [sin(f) cos(¢) sin(¢) — sin(8) sin(¢) cos(¢)]
+ 210 [cos(6) sin(¢) sin(¢) + cos() cos(@) cos(¢)]
+ 170 [~ cos(8) cos(¢) sin(¢) + cos(h) sin(p) cos(¢)]
+ ¢ [sin(8) cos(¢) sin(¢) — sin(f) sin(¢) cos(¢)]
+ ¢ [sin(0) sin(¢) sin(¢) + sin(6) cos(¢) cos(¢)]
=+ 2/¢) [sin(ﬁ) sin?(¢) + sin(6) COSQ(QD)]
+ 2r¢f [cos(@) sin®(¢) + cos(f) cos*(¢
+7¢ [sin(@) sin®(¢) + sin(6) cos2(¢)}
— + 27 sin() + 2r¢f cos(h) + r¢sin(0)
= [rgb + 27'“@5} sin(6) 4 2r¢f cos(h)

1
n

)

Zusammenfassend haben wir

a =a,e, + apey + azey (F.2.13)
= [r —rf*—r sin2(9)<b2} e,
+ [27'"9 + 76 — rsin(f) COS(Q)(/BQ} ep
+ [(7"¢ + 27'“(1'5) sin() + 2r¢f COS(@)} e,

F.2.1. Interpretation

Wir teilen die Beschleunigung in drei Komponenten auf

a=a,+a,+a. (F.2.14)

Dies ist in der angegebenen Reihenfolge die Parallelbeschleunigung, die den Be-
trag der Geschwindigkeit erhoht, die Zentripetalbeschleunigung und die Coriolis-
Beschleunigung.
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Im Einzelnen haben wir

a, = ie, + ey + rsin(h)de, (F.2.15)
a,=-r [92 + sinz(e)qﬂ e, — rsin(f) cos()d’eq (F.2.16)
a, = 2rfeq + 2 [#sin(6) + rf cos(0) | de, (F.2.17)
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G. Berechnungen in ebenen
schiefwinkligen Dreiecken

(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , pp. 146])

A B
Abb. G.1.: DREIECK
halber Dreiecksumfang s = “tbtc
Radius des Umkreises R = ;-2 = QSian = 5o
Radius des Inkreises r = w = stan § tan g tan 3 = 4R sin %g%

Flacheninhalt S = labsiny = 2R?sin asin Bsiny = rs =

\/S(S —a)(s—=Db)(s—c)

Sinussatz -& = - c —92R

sin o sinB ~  sinvy

R ist der Umbkreisradius

Projektionssatz ¢ = acos 3 + bcos a

Kosinussatz oder Satz des Pythagoras im schiefwinkligen Dreieck ¢ = a? +
b — 2ab cos vy

Mollweidsche Gleichungen (a + b)sin 2 = ccos (%)

(a—b)cos? = csin (L;B) 2

tan &8

Tangenssatz 2t = " 2,

a—b tan —=
Halbwinkelsatz tan ¢ = /=960

2 s(s—a)

asinf8 __  asinvy
c—acosf3 b—acos~y

Tangensformeln tana =
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Beziehungen fiir halbe Winkel sin § = %
cos § = LSI;“)
(Siehe Bronstein, Taschenbuch der Mathematik | , Pp. 148))
gegeben Formeln
1 Seite und 2 Winkel asing . asiny a1 g .
1. (a, 2, B) y=rm—a—f,b="""c="1 5= absiny
2 Seiten und der ein- | tan %52 = a2 cot 3 P =72 aund 3 werden
2. | geschlossene Winkel | aus o 4+ 8 und o — 3 berechnet. ¢ = eny S =
(CL, ba ’7) %ab sin Y
sin g = bs‘% Fir a > b ist # < 7 und eindeu-
tig bestimmt. Fiir a < b sind die folgenden Félle
moglich:
2 Seiten und der einer 1. B hat fir bsina < a zwei Werte 8y = m— 34

3. | von ihnen gegentiberlie-

sende Winkel (a, b, o) 2. 3 hat genau einen Wert (7) fiir bsina = a

3. Fir bsina > a ist es unmoglich, ein DREI-
ECK zu konstruieren.

’yzw—a—ﬁc:wS:%absin’y

sin o

r = \/(S_G)(Sgb)(s_c)’ tan% = I tang =

s—a’

4. | 3 Seiten (a,b,c
( ) tan 7 = S:rs:\/s(s—a)(s—b)(s—c

_r_
s—b?

s—c’

Tab. G.1.: Formeln fiir schiefwinklige ebene Dreiecke
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H. Berechnung der Ableitung in
rotierenden Bezugssystemen

Hier werden Ableitungen in rotierenden Bezugssystemen betrachtet. Der Maple
Quelltext ist:

with(LinearAlgebra):
with(VectorCalculus):

with(tensor):

SetCoordinates( ’cartesian’[x,y,z] ):

AA := Matrix (3,3, [[cos(omegaz*t), sin(omegaz*t),0],
[-sin(omegaz*t) ,cos(omegaz*t),0],

[0,0,111);
AAinv := MatrixInverse(AA);
omega := <0,0,omegaz>;
s := <R¥cos(3*%omegaz*t),R*sin(3*omegaz*t) ,rz>;

sp := convert(MatrixVectorMultiply(AA,s),arctrig);
resl :=diff(s,t);

CrossProduct (omega,s) ;

trl :=diff(sp,t);

tr2 := simplify(MatrixVectorMultiply(AAinv,trl));
res2 := tr2+CrossProduct (omega,s);

rr :=simplify(res2-resl);

YV VVVVVVVVVVV VYV YV VYV VYVYVYV

Der Mathematica-Quelltext ist
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cos(twz)  sin(twz) 0
AA = | —sin(twz) cos(twz) 0
0 0 1
AAinv = Simplify[MatrixPower[AA, —1]]
Simplify[AAinv.AA]
w={0,0,wz}
s = {1x(0), by (1), ()}
sp=AA.s
Os
resl = 5
Ccp=wXxs
. ... |Osp
trl = Simplify [(%]

tr2 = Simplify[AAinv.trl]
res2 = cp + tr2

IT = res2 — resl

res3falsch = Simplify[cp + trl]

Hier ist angenommen worden, dass der Rotationsvektor w entlang der z-Richtung
des Koordinatensystems angeordnet ist. Dann transformiert die Matrix AA einen
Vektor aus dem Laborsystem in das rotierende Bezugssystem. A Ainv transformiert
zuriick. s ist der zeitabhingige Ortsvektor. sp ist der Ortsvektor transformiert in
das rotierende Bezugssystem. ¢r1 ist die Ableitung von sp im rotierenden Bezugs-
systemm ¢r2 ist trl zurticktransformiert in das Laborsystem.

Zusammenfassung

Abb. H.1.: Beziehung zwischen den Ableitungen

Gleichung
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dr = 0r +dr = 0r +w x rdt (H.0.1)

gilt dann, wenn die Ableitung im rotierenden Bezugssystem zuriick nach dem La-
borsystem transformiert ist.

cos(w.t) sin(w.t) 0
AA=| —sin(w,t) cos(w,t) 0 | =4
1

0 0

cos(w,t) —sin(w,t) 0
AAlInv = ( sin(w,t) cos(w,t) 0 ) = A1
0 0 1
R cos(3w,t) fa(t)
s = ( Rsin(3w,t) ) allgemein: s = (fy(t))
T2 f(t)

Nach der Transformation ins rotierende Bezugssystem erhélt man

R cos(2w,t) cos(w,t) fz(t) + sin(w,t) f, (t)
sp = ( Rsin(2w,t) ) allgemein: s = (Cos(wzt)fy(t) - sin(wzt)fw(t)) :
Tz fz(t)
Die Ableitungen im Laborsystem sind
— sin (3w, ) < 1a(t)
Cj; = 3w, R ( cos(3w.t) ) allgemein: Cj; = (thfy(t))
0 dif=()

und im rotierenden Bezugssystem (gestrichenes Bezugssystem)

— sin(2w,t)
dsp _ 2w. R ( cos(2w,t) )

dt 0
allgemein:
s’ cos(wzt)%fw(t) + sin(wzt)%fy(t) — w, sin(w,) fz(t) + w, cos(w,t) f,(t)
d—i = ( sin(w,t) L f,(t) + cos(w.t) L f, (1) — w. cos(w,) fo(t) — w. sin(wzt)fy(t))
LIt
dt

Zuriicktransformiert ins Laborsystem mit A_ldd—il erhalt man

— sin(3wzt) wzfy(t) + ifx(t)
g‘: = 2w, R ( cos(3w,t) ) allgemein: % = (wzfx(t) —l—dtdfy(t))
0

Das Kreuzprodukt ist

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EEIS_ 325



Berechnung der Ableitung in rotierenden Bezugssystemen 326

— sin(3wzt) _szy<t)
wxs=w,R ( cos(3w,t) ) allgemein: WX s = ( w; fo(t) )
0

0
und
% +wXs
ot
— sin(3w,t) — sin(3w,t) — sin(3w,t) s
=2w,R [ cos(3w,t) | +w.R| cos(3w,t) | =3w.R| cos(3w,t) | = pn
0 0 0
allgemein:
Os szy(t> + %fz(t) _szy<t) %fz(t) ds
5t +wxs= —wzfzgt) +Lf )|+ | wofult) | = %fy(t) ==
so dass sowohl im Spezialfall wie auch allgemein gilt
@ = % +wXs
dt ot

gilt. Ware %’ nicht ins Laborsystem zuriicktransformiert worden, hiatte man

S
— +wWw XS

ot
%fx(t) cos(tw,) — w, f(t) sin(tw,) + %fy(t) sin(tw,) + w, f, (t)(cos(tw,) — 1)
= —%fm(t) sin(tw,) + fo(t)w. (1 — cos(tw,)) + %fy(t) cos(tw,) — w, fy(t) sin(tw,)
L1.(t)
(H.0.2)

erhalten, was nicht das Resultat im Laborsystem ist.

Wenn mit Vektoren in der Darstellung eines Koordinatensystems
gerechnet wird, miissen alle Vektoren im gleichen Koordinatensystem
dargestellt werden!
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. Drehungen

1.1. Drehmatrizen

Eine Drehung um die z-Achse beschrieben durch den Vektor e, = (1,0,0)” um
den Winkel v wird durch die Matrix

1 0 0

R.(a) =0 cos(o) —sin(a) (I.1.1)
0 sin(a) cos(a)

die Transformation ausgefithrt. Fiir eine Drehung um die y-Achse beschrieben

durch den Vektor e, = (0,1, O)T um den Winkel 5 wird durch die Matrix

cos(B) 0 sin(B)
Ry(8) = 0 1 0 (1.1.2)

—sin(B) 0 cos(f)

die Transformation ausgefithrt. Schliesslich wird eine Drehung um die y-Achse
beschrieben durch den Vektor e, = (0,0,1)" um den Winkel v wird durch die

Matrix
cos(y) —sin(y) 0
R.(y) = | sin(y) cos(y) 0 (L.1.3)
1

ausgefiihrt.
Der Vektor r = (z,y, z)T soll um den Winkel av um die 2-Achse gedreht werden.
Dies wird mit der Operation

1 0 0 x T
r =R.(a)r = (8 cos(av) —Sin(a)) (y) = (ycos(a) —zsin(a)) (I.1.4)

sin(a)  cos(a) ysin(a) + z cos(a)

bewerkstelligt. Im Allgemeinen wird eine Drehung durch die Multiplikation des
Vektors von links mit einer Matrix beschrieben.

Die Drehung zurtick wird (antisymmetrische reelle Matrix mit der Determinante 1)
wird durch die inverse Matrix oder die transponierte Matrix beschrieben Alternativ
kann man auch o durch —a ersetzen.

1 0 0
R.(—a) =RL(a) =R (a) = (8 cos() sin(a)) (I.1.5)

—sin(a) cos(a)

Eine Drehung um einen beliebigen Vektor 7o = (Za, Y, 2a)’ mit 22 442 + 22 = 1
wird durch
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R(za vearza)T (@) =

x2 + cos(a) (y?I + zi) —ZaYa c0s(@) + TaYa — za sin(a) —Taza cos(a) + Taza + Ya sin(a)
—ZaYa cos(@) + TaYa + 2o sin(a) cos(a) (xi + zg) +y2 —Zq sin(a) — Yaza cos(a) + Yaza
—Zaza cos() + TaZa — Yo sin(a) ZTa sin(a) — Yyaza cos(@) + Ya za cos(a) (a:i + yg) + zg
(I.1.6)
beschrieben| |. Die Drehung ist bei positivem « rechtshiandig beziiglich der

Richtung von r, (Der Daumen zeigt in die Richtung von r,, die Finger geben die
Drehrichtung).

1.2. Drehung von Vektoren und Matrizen (oder
Tensoren)

Sei R, () die Drehmatrix. Dann ist der aus r hervorgegangene um die Achse e,
und den Winkel o gedrehte Vektor

r =R, (a)r (I.2.1)

Ein Beispiel dafiir ist in (I.1.4) gezeigt.

Die aus der Matrix

A:m: A:vy Azz
A= Ayz Ayy Ayz
Az:v Azy Azz

hervorgegangene um die Achse e, und den Winkel o gedrehte Matrix ist

A" =R, (a)ARL (o). (I.2.2)

Die Drehung zuriick ist dann

Re (~)A'R; (—a) = R (a)ARe, (@) = Re, (@)Re, (0)AR, (@)Re, (@) = A
(1.2.3)

Wenn wir als Beispiel die Matrix

b
A=1|-b ¢
0 0

T
um e, = (ﬁ’ 0, —ﬁ) drehen, erhalten wir
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329 L.3 Allgemeine Drehung mit Eulerwinkeln

A =R /v0,-1/v3) T(Q)ARzi/fo 1/\/)T(O‘) (1.2.4)
:R(1/\/§,0,—1/f r(a)AR 1/\/0 1/\/)T —a)
5(cos(a) 4+ 1) SH\‘/(;) (cos(a

sin(a)

= —= cos(a)

a
(cos(a) — 1) % %cos O 0 d

sm(a)

N—= N

(cos(a) +1) =) Licog(a

: V2 o2
Sm(;) COS(O{) Sl

S(cos(ar) — 1) —Sir\l/(g) 5( cos(

(cos(a) + 1) Sirjg) 2(cos(a )

— — Sl%l) c?s(a) -2 \}

(cos(a) — 1) 5”\1/(;) (cos(a) +

sa(cos(a) + 1) + bsil}%a) bcos(a) ;a) sa(cos(a) — 1) + “L\/g“)

eoivta) — Ih(cos(a) +1) 2=l :.CCOS(a) esite) — Lp(cos(a) — 1)
3d(cos(a) — 1) e 1d(cos(a) + 1)

) 00
=1 (—ﬂsin(&)(cos(a)(a —2c+d) +a—d) — 2b(cos(a) + 1)) 00
— 2 sin(a) (sin(a)(a —2c+d)+ 2\/§b> 00
2 <2b(cos(a) +1) — v/2sin(a)(cos(a)(a — 2c 4+ d) +a — d)) 0
s(a+ d) sin®(«) + ccos?(a) 0
3 (—ﬂsin(a)(cos( J(a—2c+d) —a+d)— 2b(cos(a 0
0 —1sin(a) (sin(a)(a — 2c+ d) — 2/2b)
0 % (Qb(cos(a) 1) — v/2sin(a)(cos(a)(a — 2¢ + d —a —|— d
0 % (cos(a)((a+ d)cos(a) — 2a+ 2d) + a+ 2csin®(a

o O O o O O

1.3. Aligemeine Drehung mit Eulerwinkeln

Das KOORDINATENSYSTEM e,, €,, €, geht durch drei Drehungen aus dem KOOR-
DINATENSYSTEM e}, e, e; hervor.

T Y Tz
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Abb. 1.1.: Definition der Eulerschen Winkel

Die Eulerschen Winkel sind
1. Drehung um e} : «
2. Drehung um 0A : 8
3. Drehung um e} : v

Dabei 0A steht senkrecht zur Ebene aufgespannt durch e, und e?.
Die Reihenfolge der Drehungen ist

1. Drehung: Bringe e’ senkrecht zu e, (In der Abbildung 1.3 zeigen die Kreise
die Ebenen senkrecht zu e} und senkrecht zu e, Die Schnittlinie der beiden
Kreise ist 0A.

2. Drehung: Bringe z-Achse in richtige Lage

3. Drehung: Bringe x,y-Achsen in die richtige Lage.
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J. Berechnung elektrischer Felder

J.1. In der Nahe eines Leiterstiickes

Entlang der z-Achse von x = 0 bis x = £ sei die LADUNG @ homogen verteilt. Zu
berechnen ist das elektrische Feld fiir einen Punkt P = (&,0,0) auf der z-Achse!

Die Linienladungsdichte ist

Q
A= =~
/¢
Das elektrische Feld bei P ist

1 Az —€)de
dEac (l’,f) - 4:71'60 |{E _§|3

Wir integrieren iiber die Lénge des Drahtes

¢
d
‘ /( 65)2, fir x > ¢ oder z < 0;
7 —
Eo(§) = [dB,(2.6) = o4 0, g
4deq d¢ d¢
0 / 2—/ 5, fir0 <z </,
g (=87 4 (z=¢
Die Losung dieser Gleichung ist
)\—67 fir x > ¢ oder z < 0;
A\ Aregx(z — {)

- Aoz (x — 0) A2z — 0)

——, fir0<ax </
dregr(x — ()’ o v
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E-Feld entlang einer Linienladung

4 ) )

Abb. J.1.: Elektrisches Feld entlang einer Linienladung.

Wir berechnen nun das elektrische Feld entlang der Mittelsenkrechten einer Li-

nienladung der Lange ¢. Zur Berechnung legen wir das Koordinationssystem so,

dass die Ladungsverteilung von -g bis g reicht. Aus Symmetriegriinden existiert

auf der Mittelsenkrechten keine Komponente in z-Richtung. Wir betrachten also
die Komponente entlang y. Am Punkt P = (0,y,0) ist

1 Adzx
TEQ (22 4 y2)2
Ebenso ist , )
Y Y Ay P dz
Ey(y):/4 g = / :
Y TED (1’2 +y2)2 7T€07£ <I2 _|_y2>2
2 2
Nach Bronstein| ] ist

/dx_ T
X5 a2V/X
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333 J.1 In der Nahe eines Leiterstiickes

mit X = 2% 4 a?. Daraus folgt

[SIEN

W = (s
v\ = dreg \ y?v/x? + y?

A 14 14
= +
dmeoy (2\/f+y2 2 ‘ery)

SIS

Y 1
T Adregy /y2 + %
Q 1

47r50y /y2 + %

Fir y > ¢ bekommt man

1N g
V' dmeg 2 dmegy?

Fir y < —¢ bekommt man
I Q

E = — B A
dmeqy y? 4megy?

Y

Wenn die Linienladung «unendlich » ausgedehnt ist, gilt
y </l
Dann ist

N .
T Amegy % C 2meo |yl 2meol |y

L,
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E-Feld senkrecht zu Linienladung (Nahfeld)

Abb. J.2.: Elektrisches Feld senkrecht zu einer Linienladung.

J.2. Auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe

Zur Berechnung setzen wir die Flachenladungsdichte auf

9

O' =
mTr?

Das elektrische Feld auf der Symmetrieachse kann nur parallel zu dieser sein. Wir
setzen also an
1 ordrde

dE, — :
471'80 (f? + IL‘2)%

Also ist

7/ orx drd<p //T r drd<p B am/r rdr
J 4d7eq 7“2+x2 3 47T80 7"2—1—332 2500 (7”—1—:1:2)%

Nach Bronstein ist

/ rdr . 1
(r2 + x2)3 N V2 4 2
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335 J.2 Auf der Symmetrieachse einer Kreisscheibe

Also ist

r

E:w«_1>
2 V2 4+ a2 /|,
oz 1 1
‘m(im*@
oz x| —r? 4 a?
T 2 gV +2?
o VrP4a?— |
T2 Jo| VPt

Fir |z| > rist
2

et P — el = ol [y 1+ ) < lal = Jal (14 2 )~ ol =
2+ |z|” — |z| = |z — | —lz|= | | 1Tl =5
2 212 212

und damit )
o

A

deg 22 Admega?

E—Feld senkrecht zu Kreisscheibe

L
i | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
Abb. J.3.: E-Feld einer homogen geladenen Kreisscheibe entlang einer Senkrech-

ten durch den Mittelpunkt.

335

©2005-2020 Ulm University, Othmar Marti, () EESN



Berechnung elektrischer Felder 336

J.3. Innerhalb und ausserhalb einer geladenen
Zylinderflache

Der Zylindermantel habe den Radius R, die Flachenladungsdichte sei o. Wir be-
trachten eine Zylinderfliche koaxial zur geladenen Fliche mit dem Radius r < R.
Das E-Feld ist aus Symmetriegriinden radial symmetrisch. Der Fluss durch die

Flache ist:
o= [[ Buda=E, ([ da=E, -2mre=2

) . €o
Flache Fléache

Da keine LADUNG umschlossen wird, ist

E,. =0, r<R
Fir r > R gilt
B ompe— 72T
€0
oder R
5 _ R
EoT

E—Feld ausserhalb eines geladenen Zylindei

12 ! !

Abb. J.4.: LADUNG senkrecht zu einem Kreiszylinder.
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337 J.4 In allen Bereichen zweier koaxialer zylinderférmiger Leiter

J.4. In allen Bereichen zweier koaxialer
zylinderformiger Leiter

Nach Abschnitt J.3 ist E,. = % wenn die Ladungsdichte o auf der Zylinderschale
mit R < r aufgebracht ist. Wir betrachten zwei konzentrische Zylinder mit den
Radien R; < R, und deren Oberflaichenladungsdichten oy und o,. Fiir r < Ry gilt

E.=0firr < Ry

Fiur R, < r < R, existiert allein das Feld des inneren Kreiszylinders. Also ist dort:

o1l
EoTr

E,. = fir Ry <r < Ry

Schliesslich ist fiir r > Rs:

o R oo R 1Ry + o02Ry ..
11+22: 1471 22furr>R2
Eor EoT EoT

E, =

wobei hier die Additivitat elektrischer Felder benutzt wurde. Wenn fir r > R,
E, = 0 sein soll, muss gelten

Ojfgl%—OQ]%QZZ 0

oder
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E—Feld eines Koaxialkabels
1.2 , , ! !

Abb. J.5.: Elektrische Felder bei einem Koaxialkabel, wobei einmal (diinne Linie)
die Oberflaichenladungsdichten o; vom Betrage nach gleich und einmal
(dicke Linie) die Produkte R; - 0; dem Betrage nach gleich sind.
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K. Lorentztransformationen

K.1. Lorentztransformationen fiir die magnetische
Induktion

Bewegung entlang der z-Richtung

E, = E,
B = o) (B, v B.)
E; = Y(vg) (E: + vy - By)
B; = B,

B; = v(vg) (By + U;CEZ>
(

B, = ~(v,) B, — =

Bewegung entlang der y-Richtung

Eglc = 'Y(Uy) (B + Uy - B.)

E?; = E,

E, = v(vy) (B, — vy - By)
v

B, = (v,)(B. - 2E.)

B; = B,

(Y
B. = 4(v,) (B.+ %E,)

Bewegung entlang der z-Richtung

B, = 2(v.) (B —v.B,)
E, = y(v.)(E,+v.-B,)
E. = E,

Uz
B, = y() (B + 5E,)
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K.2. Lorentztransformation fiir das magnetische
Feld

Bewegung entlang der x-Richtung

EQ’C =F,
vy 1

B, =(v,) <Ey - c%oH’Z)
vy 1

H =H,
H; = 7(vz) (Hy + v280E?)
H, = ~(v,) (H, — V0 k)

Bewegung entlang der y-Richtung

vy 1
E; = v(vy) (Ex + gzo . HZ>

E, = E,

vy 1
B =(v,) (B. - 3—H.)
H; = 'Y(Uy) (Hx - UygoEZ)
" = H,

H; = ’Y(Uy) (H. + 'UygoE:v>

Bewegung entlang der z-Richtung

v, 1
B =) (B - 1, )

B, =) (B, + 5= - H)

H! =~(v,) (H, +v.60E,)

HY = 7(v.) (H, — v.50 )
H =H,
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Glossar

Dipol Entweder

1. zwei dem Betrage nach gleich grosse Ladungen ¢ mit unterschiedlichem
Vorzeichen im Abstand r. Das elektrische Dipolmoment zeigt von der
negativen Ladung zur positiven Ladung oder

2. ein Kreisstrom, der ein magnetisches Dipolmoment erzeugt
21, 22, 29, 49, 51, 53, 55, 191, 270, 271

elektrisches Feld Eine Eigenschaft einer Ladung, anders als bei der Coulomb-
kraft. Das elektrische Feld einer Ladung ist die Coulombkraft auf eine Test-
ladung, geteilt durch die Grésse der Testladung. Symbol E, Einheit [E] =
N C™1=Vm 15, 16, 18, 19, 23-26, 28

Elementarladung Die kleinste direkt beobachtbare Ladung. Sie hat die Grosse
e=1.602176634-10"1 C. 14, 268

extensive Grosse Eine extensive Grosse ist eine Grosse, die proportional zum be-
obachteten System ist. Beispiele sind das Volumen oder die Energie. 12

Ladung Ladung ist die Quelle von elektrischen Feldern. Sie wird in Coulomb ge-
messen. Nach E. Noether | | ist die Erhaltung der Ladung eine Konse-
quenz der Eichinvarianz elektrischer und magnetischer Felder, gegeben durch
das elektrostatische Potential und das Vektorpotential. Symbol ¢ oder @),
Einheit [¢] = C = A s = Coulomb 11-15, 17, 18, 21, 27, 28, 33, 39, 40, 43,
51, 95, 96, 107, 123, 142, 187, 217, 218, 231, 345, 353

Ladungseinheit Die Ladungseinheit hingt vom Einheitensystem ab. IM SI-System
ist dies das Coulomb. Es gibt auch Eingheitensystem, vor allem in der Theo-
rie beliebt, bei denen die Ladungseinheit 1 ist. Im elektrostatischen CGS-
System hat die Ladung die Einheit g'/?cm3/2s~'. Im elektromagnetischen
CGS-System ist die Ladungseinheit g'/2cm?/2. 13






Abkiirzungen

RMS Root-Mean-Square. 154
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Influenz, 29-30, 42
Influenzladung, 29
Inhomogenes Magnetfeld, 180182
Integrale
bestimmt, 299-300
Rechenverfahren, 298
unbestimmt, 299
variable obere Grenze, 299-300
Integration, 297-298
Intensitét, 228-232, 234, 240, 251, 252,
255

Joulsche Warme, 77-79

Kapazitat, 39-44, 62

Impedanz
komplex, 160
Wechselstromwiderstand, 159
kapazitiver Widerstand, 274
Kartesische Koordinaten, 305-308
Kern, 47
Kernladungszahl, 47
Kirchhoffsche Gesetze, 152-153
Klebestreifen, 27
Knotenregel, 152
Koaxialkabel, 220
Kollektor, 83
Kollektor-Kennlinienfeld, 89
Kommutator, 166
Kondensator, 82
Impedanz
komplex, 160
Reihenschaltung, 43
Wechselstromwiderstand, 159
Kondensatoren, 42
Parallelschaltung, 43
Kontinuitéatsgleichung, 6670
Koordinaten
kartesich, 305-308
spharisch, 305-308
zylindrisch, 305-308
Koordinatensystem, 329
Kraft, 13
Biot
Savart, 103
Kraftgesetz der Elektrodynamik, 102
Kurve
Normlenebene, 285
Raum, 285-286
tangente, 285

Losung, allgemein
Wellengleichung, 211-213
Ladung, 11-18, 21-24, 27-35, 39-41,
43, 44, 47, 50, 51, 54, 56, 58,
60, 65, 67, 73, 77, 79, 93-98,
100, 102, 107, 123, 126, 130,
187, 194, 203, 217, 218, 222—
224, 331, 336
elektrisch, 12-14
magnetisch, 114
Proton, 94
Ladungsdichte, 26
Ladungserhaltung, 69, 95
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Ladungsinvarianz, 95

relativistisch, 95
Ladungsmenge, 67
Ladungstréger, 65, 67, 68, 73
Ladungstransport, 65
Ladungsverteilung

kontinuierlich, 60
Landé-Faktor, 190
Langevin-Funktion, 192
Laplace, 118
Larmor

Satz, 182-186
Larmorkreisfrequenz, 185
Larmorwinkelgeschwindigkeit, 184
Lecher-Leitung, 213
Lecherleitungen, 220
Leiter, 61

elektrische Felder, 22-30
Leiterschleife

bewegt, 133134
Leitfahigkeit, 71

Skineffekt, 178
Leitwert, 71
Lenzsche Regel, 135, 136
Lichtenberg, G.C. 1742-1799, 12
Lichtstrahlen, 227
Linienintegral, 300-301
Lorentz-Beziehung, 54, 63
Lorentz-Kraft, 99
Lorentz-Transformation, 99, 210

B, 122-127

E, 122-127

allgemeine elektromagnetische Fel-

der, 127-128

beliebige Geschwindigkeit, 127128

EMK, 138
Lorentzeichung, 117
Lorentzkraft, 92-93, 122, 136, 140

Magnetfeld, 92-93
Eigenschaften, 99-120
Energie, 178-179
inhomogen, 180-182
Quellenfreiheit, 112-114
zeitlich veranderlich, 133-197
Magnetische Eigenschaften der Mate-
rie, 179-197
magnetische Feldstéarke, 101

magnetische Flussdichte, 99-102, 134,
180
magnetische Induktion, 99-102, 134,
180
Magnetische Kraft
Berechnung, 93-99
magnetischer Fluss, 134-137
magnetisches Feld, 98-99, 101, 180
Magnetisches Moment, 106
Elektronen, 189-190
magnetisches Moment, 108
Magnetisierung, 188-189
Maschenregel, 152
Materie
elektrische Eigenschaften, 47-60
magnetische Eigenschaften, 179-
197
Magnetisierung, 188-189
Mathematik, 275-286
Maxwell
Gleichungen, 203-208
Maxwell, James Clerk, 203
Maxwellsche Gleichungen, 203-208
Maxwellsche Verschiebungsstromdich-
te, 203
Maxwellspannung, 45, 62
mechanische Spannung, 45
Millikan, 14
Moment
magnetisch, 106
Elektronen, 189-190
Mosotti, 53-55
Motor, 106

V Nabla-Operator, 296
Nabla-Operator, 296
Nebenschlussmotor, 169
Normalenebene, 285

Normalenebene zu Tangente einer Kur-
ve, 285

Oberflache, 238
Oberflachenladungsdichte, 45
Oberflichennormalen, 238
Ohmscher Leiter, 71
ohmscher Widerstand, 150
Ohmsches Gesetz, 71-77
Optik , 210

optisch aktive Substanz, 232
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Orientierung
k, E und B, 213
Orientierungspolarisation, 51

p Dipolmoment, 21
p-Polarisation, 233, 251, 252, 255
p-polarisiert, 234
Parallelschaltung, 42

Kondensatoren, 43, 62
Paramagnetismus, 181, 191-193
Permeabilitéat

Skineffekt, 178

Vakuum, 98
Permittivitat, 53

Vakuum, 13, 60
© Potential, 32
Pointingvektor, 238
Poisson-Gleichung, 38-39, 62
Poissongleichung, 39
Polarisation, 53

p, 251, 252, 255

s, 238-241, 251, 252, 255
Polarisationsfilter, 233
Polarisator, 231, 232
Polarisierbarkeit, 53

atomar, 48
Potential

elektrostatisch, 30-38, 61

kontinuierlich, 62

Stetigkeit, 53, 63
potentielle Energie, 61
Poynting-Vektor, 221-222
Poyntingvektor

stehende Wellen, 222
Produkte mit Vektoren, 286287
Protonen, 47
Punktladung, 13

Quantenelektrodynamik, 190

Quantenfeldtheorie, 117

Quantenmechanik, 116

Quellen, 21

Quellenfreiheit des Magnetfeldes, 112—
114

Raum

Kurve, 285-286
RC-Stromkreise, 79-82
Rechte-Hand-Regel, 135, 136

Reflexion, 234, 240, 258
Regel

Lenz, 135
Reihen, 278-280
Reihenschaltung, 43

Kondensatoren, 43, 62
rektifizierende Ebene, 286
relative Dielektrizitdatszahl, 180
relative elektrische Permeabilitat, 180
relative elektrische Permittivitat, 180
Relativitatstheorie, 93, 116, 117, 224
retardierte Zeit, 225
pe €elektrische Ladungsdichte, 15
Rotation, 292-294
Rotor, 166

s-Polarisation, 233, 238-241, 251, 252,
255
s-polarisiert, 234
Satz von Gauss, 295
Satz von Green, 296
Satz von Larmor, 182186
Satz von Stokes, 296
Schaltungen, 82-92
Schiefwinkliges Dreieck, 321-322
Schmiegungsebene, 285
Schwingkreis, 161-163
elektrisch, 163
gedampft, 162-163
komplex, 163-165
ideal, 160-161
komplex, 161-162
Selbstinduktion, 137
Selbstinduktivitat, 147, 149
Serienschaltung, 43
SI-System, 98, 101
Signalfilterung, 163
Skineffekt, 175-178
Frequenz, 178
Spannung, 32, 33, 41, 43, 44, 46, 50,
56-58, 61, 66, 78, 80, 84, 86—
89, 91, 92, 121, 122, 136, 137,
150, 151, 153-157, 159, 161,
167, 195, 272
induziert, 141, 150, 156
mechanisch, 45
Spannungsquelle, 80
Sperrrichtung, 85
spezifischer Widerstand, 72, 141, 271
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Spharische Koordinaten, 305-308
Spiegelsymmetrie, 26
Spin, 189
Elektronen, 189-190
Spule, 135
endlich lang, 145-147
unendlich lang, 143-145
Stator, 166
Stehende Wellen, 220221
stehende Wellen
Energiefluss, 222
Poyntingvektor, 222
Stetigkeit, 52-53
dielektrische Verschiebung, 52, 63
elektrisches Feld, 52, 63
Potential, 53, 63
Stokes, G. G., 296
Strahlungsfeld, 225
Strom, 66—68, 70, 77, 86-88, 90, 91,
93, 95, 98, 100, 101, 106, 107,
109, 111, 112, 118-120, 122,
128, 134-137, 141, 142, 144,
145, 147-151, 154, 155, 157,
159, 160, 167, 170, 171, 176,
182, 187, 189, 194, 195
elektrisch, 66
makroskopisch, 128
Stromdichte, 67, 69
Stromdichtefeld, 68
Stromkreise, 79-82
Stromverteilung
Magnetfeld, 114-120
Suszeptibilitat, 180
dielektrisch, 63
Symmetrietiberlegungen, 26

Tangente, 285

Tangente an Kurve, 285
Taylorreihe, 278-279

Tensor, 39, 71, 222, 268, 272, 273
Transformator, 147-151
Translationsinvarianz, 25

Umrechnung
kartesisch zu sphérisch, 306
kartesisch zu zylindrisch, 306
spharisch zu kartesisch, 306
spharisch zu zylindrisch, 307
zylindrisch zu kartesisch, 307

zylindrisch zu sphérisch, 308

Vakuum, 209, 210
Vakuumpermittivitat, 229
van de Graaff-Generator, 78
Vektoren, 283286

Ableitung, 287-294

Vektorprodukt, 286-287
Vektorfeld, 13, 67, 116, 129, 208, 269,

291

Stromdichte, 69
Vektoridentitaten, 286-295
Vektorpotential, 114-117, 119, 120, 131
Vektorprodukt, 286287
Verschiebung

dielektrisch, 19
Verschiebungspolarisation, 52
Verschiebungsstrom , 133
Vierervektor, 97
Volumen, 286

Weber, 135
Wechselspannungsquelle, 163
Wechselstom
Induktivitat, 156-157
komplex, 157158
Ohmscher Widerstand, 153—-155
komplex, 155-156
Spule, 156—-157
komplex, 157-158
Wechselstromkreise, 153-165
Wechselstromwiderstand
Kapazitat, 159
Kondensator, 159
Wellen
Doppelleiter, 213-218
elektromagnetisch, 209-260
Raum, 222-227
stehend, 220221
Wellengleichung, 209-211
allgemeine Losung, 211-213
Vakuum, 209-211
Wellenvektor, 227
Wellenwiderstand, 218-220
Wellenzahl, 227
Wideroe-Bedingung, 174
Widerstand, 72, 75, 76, 78-80, 82-84,
88, 90-92, 134, 137, 154, 155,
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162, 163, 176, 179, 214, 218,
219, 271, 273
induktiv, 157, 158, 274
kapazitiv, 274
ohmsch, 150
komplex, 155-156
Wechselstrom, 153-155
spezifisch, 72, 141, 271
Winkel
Euler, 329-330
Wirbelstrom, 141-143

Zahlendichte, 191

zeitlich verédnderliche Magnetfelder, 133—
197

Zylinderkoordinaten, 305-308
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