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Physikalisches Pendel
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Kleine Amplitude!
Physikalisches

Pendel. A ist der 2T, !
= — = 47T E—
Aufhangungs- W mgd
punkt, 5 der Bestimmung des Tragheitsmomentes
Massenmittel-
punkt. 7 — mgd1”
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Torsionspendel (analog zur
Gravitationswaage)

Torsionspendel
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Wieder setzen wir w? =
Die Periodendauer ist

i
T = 2my] =
"V'D

D
T
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Bewegung in der Nahe einer
Gleichgewichtslage

dEpOt(.fC) 1 d2EpOt(ZC) 9
Epat(flj') — Epot(xO)_'_ d,f N (QZ—CCO)+ 5 dgj‘Q N (ZC—SCQ) ..
d?x d2Epot T
0= mﬁ dac2( ) z( (= o)
0 _ dEpot(ZU)
dx 0
L i 1 . dZEpOt(CC)
27\ m dx? 20
T =27 m
d2Epot(£C)
\ dx? -
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Gedampfte Schwingung

Geschwindigkeitsproportionale Dampfung

FD:—b’U

Schwingungsgleichung
dv

—kx — bv = m—

dt
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Energieverlauf bel gedampfter
Schwingung

Etot(t) — 8_(b/m)t+c — 80 . 8_(b/m)t — Eoe—(b/m)t
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Definition der Gute

Der Energieverlust pro Periode T’ ist

AEwtot _ —ET
Eiot m
Etot
= 2
© 7T—AEmt
Etot m T
— 9 — Ir— — D —
Q=2 g~ =2 =277
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LOosung der Schwingungsgleichung

d* d
d2()+bdw()—|—k$(t)20
Ansatz Ansatz
z(t) = Age Wt x(t) = Age™?
0 = —w?Age ™ —jwAge Wt 0 = —w?Age ™ +iwAge Wt
+wi Age ™t +wi Age™
b b
0 = w%—wQ—iw— 0 = w%—w + tw—
m m
Losungen Losungen
TSV R —id [0 402
wi,2 = Wi, 2
—2 —2
. b 5 b2 b ) b2
= —i— w§ — ——= = 11— w§ — ——=
2m + 0 4m2 2m + 0 4m?2
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Es gibt drei L6sungen
fir wg > % (unterkritische Dampfung)

b
w = —7—
L2 2m

fir wy < 52 (Uberkritische Dampfung)

b 2 N
w12 =~ (zmi m? “’o)

Diese L6sung in z(t) = Agexp (—iwt)
einsetzen!

Losungen der
Schwingungsgleichung |

Es gibt drei L6sungen
fir wg > % (unterkritische Dampfung)

b
w = q—
L2 2m

fur wg < 52 (Uberkritische Dampfung)

b 2
wio=1| — — —w
L2 2m + 4m? 0

Diese Losung in z(t) = Ag exp (iwt) ein-
setzen!

(c) Ulm University — p. 9/2



RSITL
X“Y) ]'o

:b%
o
a
Z
P

?

(V)

QO
QA[EIDS‘@

£S)
"0qNan0°

fir wo > 52 (unterkritische DAmpfung)

b
x(t) = e am!

fur wy = 5% (kritische Dampfung)

x(t) = Aoe_%t Es fehlt eine Losung!

fur wo < 5% (Uberkritische Dampfung)

Losungsfunktionen

fur wo > 52 (unterkritische Dampfung)

2
AO,le 0 4m

b
x(t) = e am!t

fur wo = 5% (kritische Dampfung)

x(t) = Aoe_%t Es fehlt eine Losung!

fir wo < 52 (Uberkritische Dampfung)

b
z(t) = e zm!

. b2 9o
Ao 1e t\/4m2 wo

b2 2

+ Ao 2€t\/ am2 ~0
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Fehlende L6sung bei kritischer
Dampfung
Wir haben
b2 9
amz 0
Damit
% == j:2w0
Ansatz

CC(t) = (Ao, 1+ Ao, Qt) eTwol

0 =% + 2wox + wgac
= T 2wgAg 2“0t + w2 (Ag 1 + Ag ot) eTwO!
+ 2wp Ag, 2e 0" — 203 (Ap, 1 + Ao, ot) eTw0!
+ wj (Ao, 1 + Ao, 2t) eT0
0 = F 2woAo, 2 + wj (Ao, 1 + Ao, 2t) £ 2woAg, 2 — 2w§ (Ao, 1 + Ao, 2t) +wf (Ao, 1 + Ao, 2t)

=w2 [Ag 1+ Ao, 2t — 2 (Ao 1 + Ao, 2t) + Ao, 1 + Ao, 2t] + wo [F2A0,2 £ 240 2]
=0
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fir wo > 52 (unterkritische DAmpfung)

b
x(t) = e am!

fur wy = 5% (kritische Dampfung)

2(t) = (Ao, 1 + Ag,2t) e~ T

fur wo < 5% (Uberkritische Dampfung)

Losungsfunktionen

fur wo > 52 (unterkritische Dampfung)

2
AO,le 0 4m

b
x(t) = e am!t

fur wo = 5% (kritische Dampfung)

z(t) = (Ao,1 + Ag,2t) e~z

fir wo < 52 (Uberkritische Dampfung)

b
z(t) = e zm!

. b2 9o
Ao 1e t\/4m2 wo

b2 2

+ Ao 2€t\/ am2 ~0
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Gedampfter Oszillator

Fp(t) = =k (2(t) = 2(1))

Bewegungsgleichung

F(t) = —k (x(t) — 2(t)) — bi(t) = mi(t)

Wenn wir z(t) = zg cos wt einsetzten und umstellen, erhalten wir

ma(t) + bz (t) + kx(t) = zok coswt

Wir teilen durch m und kiirzen k/m = w2 ab und erhalten

b
E(t) + —a(t) + wiz(t) = zowd coswt
m
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Gedampfter Oszillator

Die LOsung dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen
Einschwingvorgang als Losung der Gleichung

b
E(t) + —a(t) + wiz(t) =0
m
Stationare Ldsung

z(t) = A(w) cos (wt — §(w))

wobei wir hier ein Minuszeichen vor der Phase setzen, damit diese die Phasendifferenz zur
Anregung darstellt.

A(w) | —w? cos(wt — §(w)) — %w sin(wt — §(w)) + wd cos(wt — §(w))

= szg cos wt
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Gedampfter Oszillator

Um die Gleichung zu I6sen mussen wir die Winkelfunktionen sin und cos mit Phasen in reine
Winkelfunktionen auflésen. Also setzen wie

cos(wt — d(w)) = cos(wt) cos(d(w)) + sin(wt) sin(d(w)) und

sin(wt — d(w)) = sin(wt) cos(d(w)) — cos(wt) sin(d(w)). Wir bekommen dann

Zow§ cos wt A(w) [—wQ cos(wt) cos(d(w))

+ %w cos(wt) sin(d(w))

+wg cos(wt) cos(6(w))]
0 = Aw) [—wQ sin(wt) sin(d(w))
— %w sin(wt) cos(d(w))

+w sin(wt) sin(6(w))]
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Gedampfter Oszillator

Diese Gleichungen kdnnen vereinfacht werden

zowpg = Aw) |—w?cos(d(w)) + %w sin(8(w)) + wd cos(8(w))
0 = —w?sin(d(w))— %w cos(8(w)) + wg sin(8(w))

Aus der zweiten Gleichung folgt

(wg — w2) sin(d(w)) = %w cos(d(w))

und daraus

bw

tan(d(t)) =

m (g — w?)
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Gedampfter Oszillator

Wir verwenden cos ¢ = \/14-’:5[7% und sin ¢ = cos ¢ - tan ¢ = \/% und bekommen
an an
aus der ersten Gleichung
Zowg wp — w? n bw tan(d(t))
A(w) V1+tan2(5(t))  m \/1+tan?(5(¢))
2w2
<6~ At
B b2w?2
VI ey
(w§ —w?)® + Lo
(63— w)? + B
b2w?
= \/(wg —w2)2 + 3

(c) Ulm University —n. 17/2



RSITL
\“?) ]'o

:b%
o
a
Z
P

?

QO
QA[EIDS‘@

(o)
(V) (3
Oqnao0

Gedampfter Oszillator

Zusammengefasst ist die stationare L6ésung durch die Amplitude und Phase

bw
0(w) = arctan <m CE w2)>
Alw) = Zow§
V(8 =)+ B

gegeben.
Mit der Definition der Gite sowie mit wg = 27v = %7’ schreiben wir zuerst

b
Q:27‘(‘ﬂ :wOm <~ —
b1’ b m

wo

Q
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Gedampfter Oszillator

o(w) = arctan (@(w%wf w2>>

ZOW%

2,,2
\/ (W — w?)” + 5
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Gedampfter Oszillator

Noch kompakter ist die folgende Schreibweise fur die Amplitude

<0
Alw) = - =
\/(1—w2/w8) + 42

Die Frequenz, bei der die Amplitude maximal wird, also die Resonanzfrequenz, erhalt man,

indem man %ﬁj") = 0 berechnet.

dA(w) d 20
dv  dw 2 w2
\/(1 —w2/w§) + 2202
0
2
_ 70 (4 (wo® —w?)w — 2558 ) =0
2

w2wn2 ) 3/2
(w02 —w?)? + 7
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Gedampfter Oszillator
Damit ist
0=14 (wOQ—w )w—QwSQOQ
w;§2 _ 5 (w02 . w2) W
('22—022 = 2 (w02 — w2)

Hier ist nur die positive LOsung physikalisch sinnvoll. Also ist

N , b2
WR = w — —— =\/wf — —=
=50 202 0™ 9m2

Diese Resonanzfrequenz) ist kleiner als die Eigenfrequenz eines ungedampften Systems.
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Berechnung der Steigung dd(w)/dw:

dd(w) d Wow
= arctan
dw dw Q (wg — w?)

2
wo wwop
@) TP gen?-w?)?

QQ(wOQ_wz)Q
B wo @ (w02 — w2) + 2 Qu3wg

o Q2 (wo2 — w2)2 + w2wp?2

An der Stelle w = wq ist der Funktionswert

dd(w) ~ wo@ (wo? — wo?) + 2 Qwo>wo
A ow=wg Q? (wo? — wo?)? + wowo?
_ Qng 2Q
wo

wo

Bestimmung der Gute aus der Phase
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Bei der Resonanzfrequenz w = wy des ungedampften
Systems ist die Phase

d(wo) = m/2

Die Steigung der Phase dj(w)/dw hat an der Stelle wy

den Wert

do(w) _ 22

dw o W

Es ist sehr viel einfacher, wy und () aus der Phase als

Gedampfter Oszillator

aus der Amplitude zu bestimmen.
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