Einfihrung

Bei der Messung physikalischer Groéf3en treten immer Fehler auf. Eine genaue, absolut prazise
Messung ist nur beim Abzahlen von Datenwerten moglich (und da auch nicht immer).

Eine physikalische Messung ohne Genauigkeitsangab
Ist wertlos.

Grundsétzlich missen in jedem Praktikumsbericht neben den Resultaten auch Angaben zu
den Fehlern vorhanden sein.

Man unterscheidet drei Fehlerarten: grobe Fehler, systematische Fehler und statistische
Fehler. Grobe Fehler entstehen, wenn die Experimentatoren ihr Handwerk nicht verstehen
(Experimentelle Physik ist in erster Linie Handwerk). Grobe Fehler lassen sich durch
Literaturstudium, Kontrollmessungen und durch Abschétzungen vor dem Experiment Uber die
zu erwartenden Grof3en vermeiden. Systematische Fehler treten bel jeder Durchfihrung eines
Versuches in der gleichen Art und Weise auf. Statistische Fehler sind zufallig. Thr Auftreten
liegt in der Natur des Messprozesses und kann nur durch Wiederholung der Messungen
minimiert werden.

Dieser kleine Text will IThnen eine Zusammenfassung der fur die Fehlerrechnung und
Fehlerbehandlung bendtigten Methoden geben.

Systematische Fehler

Systematische Fehler sind durch die Unvollkommenheit der Messgeréte sowie durch nicht
steuerbare AuRere Einfliisse bestimmt. Systematische Fehler kénnen in vielen Félen durch
erganzende Messungen korrigiert werden (zum Beispiel die Totzeitkorrektur bei Zahlrohren).
Systematische Fehler konnen durch eine eingehende Analyse der verwendeten M essgeréte und
der Messverfahren erkannt werden. Typische systematische Fehler sind:

Umwelteinflisse

* Be der ultraprézisen Gewichtsbestimmung von Substanzen muss der Auftrieb der Luft
berticksichtigt werden. Dieser Fehler kann, wenn ale relevanten Groflen aufgezeichnet
wurden, sehr leicht rechnerisch kompensiert werden.

* Dazu muss die Umgebungstemperatur im Laborbuch vermerkt werden.

« DieLuftfeuchtigkeit beeinflusst ebenfalls die Dichte der Luft (Warum?')

* Vide eektrische Messgerédte haben eine von der Temperatur des Messwerkes abhangige
Empfindlichkeit.

e Be de Druckmessung mit Quecksilberbarometern muss die Kapilardepression
berticksichtigt werden.

* Be der Druckmessung mit kapazitiven Drucksensoren beeinflusst die Temperatur die
Empfindlichkeit und die Nullpunktslage.

» Adsorbierte Gasschichten auf Metallspiegeln verfalschen den Reflexionskoeffizienten.

» Adsorbierte Wasserschichten beeinflussen in dramatischer Art und Weise die gemessenen
Kréfte in der Rasterkraftmikroskopie.

*  Wenn die Temperatur wahrend eines Versuchs nicht konstant gehalten wird, kénnen die
Messwerte vom Anfang und vom Ende der Messzeit nicht verglichen werden. Ursachen
for enen Temperaturgang konnen zum Beispiel Wetterumschlégge oder die
Korpertemperatur der Experimentatoren sein. Also: immer den Temperaturgang
aufzeichnen bel Prézisionsmessungen.

' Die mittlere Dichte der Luft héngt von den enthaltenen Molekilen ab. Luft besteht aus [B0% N,
(Molekulgewicht 28) und [20% O2 (Molekilgewicht 32). Wasser in der Luft ("Feuchte") besteht aus Molekilen
mit dem Atomgewicht 18. Deshalb ist feuchte Luft leichter als trockene.



» Bei gewissen Experimenten muss auf den Mondstand (Gravitation) geachtet werden.

Wenn die Umwelteinflisse nicht Uberwacht werden, kdnnen meistens nur qualitative

Ergebnisse erwartet werden.

Eine weitere Kategorie systematischer Fehler ist die Ruckwirkung des Messgerdtes auf das

gemessene System.

 Bestimmung der Spannung oder des Stromes mit den Ublichen Messgerdten (=
Grundpraktikumsversuch)

* Verénderung des Widerstandes durch den Messstrom.

» Temperaturmessung: die Warmekapazitét der Messsonde entzieht der Probe Warme und
verfascht so das Messresultat.

 Fasche Impedanzen oder ungeeignete Abschlusswidersténde konnen elektrische
Messungen zum Glucksspiel werden lassen.

 Be Rastertunnelmikroskopen ist die Sonde (Tunnelspitze) prinzipbedingt eng an die
Probe gekoppelt.

Eine weitere Quelle systematischer Fehler sind unvollkommene Messgeréte.

» Viele Geréte haben nichtlineare Kennlinien, die die Messresultate verfal schen.

» Eichfehler und Alterungserscheinungen gehéren zu den systematischen Fehlern.

* Induzierte Ladungen, zum Beispiel durch die Bewegung des Experimentators in trockener
Luft, kdnnen héchstempfindliche Messungen von Strom oder Spannung stéren.

* Der Eigenverbrauch von Messgeréten zahlt zu den systematischen Fehlern.

» Lageabhéngigkeit der Messung

« AuRere Magnetfel der

* Reibung

Messungen sind sehr viel préziser, wenn nicht ein Wert gemessen wird, sondern der Messwert

mit einer Referenz (eventuell abgleichbar) verglichen wird. Hat man eine gute Theorie des

Messgerdtes und des Messprozesses zur Hand, konnen diese systematischen Fehler

herausgerechnet werden.

Eine weitere, nicht zu unterschdizende Quelle systematischer Fehler sind die

Experimentatoren. Dazu gehort insbesondere "Bias’, mangelnde Objektivitdt. Die meisten

falschen Messresultate sind dadurch zustande gekommen, dass der Experimentator das

Resultat aus unzureichenden Daten herausgel esen hat, das er haben wollte”.

Systematische Fehler kbnnen entdeckt werden, indem

» Theorien nach ungewollten Effekten untersucht werden (Mehr als nur die erste Naherung
betrachten).

* Die Messbedingungen veréndert werden. (andere Messgeréte, andere Messanordnung)

* Eine Grofe mit zwei grundsétzlich verschiedenen Messverfahren bestimmt wird.

» Messverfahren die auf der Kompensationsmethode beruhen verwendet werden.

* Messverfahren mit minimalen systematischen Fehlern verwenden.

2 Der Wunsch ist der Vater des Gedankens.



Vor einem Experiment mussen die folgenden Fragen geklart
wer den:

e Konnen im Experiment nicht erfasste Umwelteinflisse die Messwerte
beeintrachtigen?

e Entsprechen die abgelesenen Messwerte wirklich den zu messenden
physikalischen Gr63en?

e Sind die zur Auswertung verwendeten Gleichungen richtig oder
wenigstens innerhalb der erstrebten Genauigkeit gentgend gut
(Theorie des M essvor ganges)

e Wo besteht die Gefahr, grobe Fehler oder subjektive Beobachtungen
zu machen?

e Mit ener Uberschlagsrechnung sind die Einheiten, die
Gr63enor dnungen und die Vor zeichen zu bestimmen.

e Sind die verwendeten Messinstrumente in ihrer Eichung (noch)
zuverlassig?

Statistische Fehler

Die Forderung nach Reproduzierbarkeit ist nie streng erfullt. Auch wenn systematische Fehler
ausgeschlossen werden konnen oder wenn sie bekannt sind, verbleiben zufdllige, statistische
Fehler. Diese haben ihre Ursache zum Beispidl in

» Physik des Phéanomens (Radioaktivitét)

* Rauschen des Messsignals

* Unkontrollierbare kleine Schwankungen des gemessenen Signals.

Die statistischen Fehler unterliegen, wie ihr Name sagt, den Gesetzen der Stochastik. Im
folgenden wollen wir diese Fehler ndher untersuchen.

Statistische Fehler

Wenn eine Messung nur einmal durchgefuhrt wird, so kann man Uber die Zuverlassigkeit
keine Angaben machen. Esist deshalb unumganglich, Messungen zu wiederholen.

Stichproben

Die erhaltenen Messresultate sind eine Stichprobe aus der Menge aler maoglichen
Messresultate. Jede Stichprobe hat eine gewisse, noch zu berechnende Wahrscheinlichkeit,
dass sie die Grundgesamtheit reprasentiert. Stichproben werden dblicherweise als
Histogramme dargestellt. Die gemessenen Daten x werden in Klassen mit

(Xi - AX) < X <X
eingeteilt.
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Messwerte

Abbildung 1 Histogramm von M esswerten.

Mittelwerte
Aus diesem Histogramm kann man den Mittelwert

> Ax

i: i=1

> A

i=1

berechnen. Hier sind die A; die Haufigkeiten der in eine bestimmte Klasse fallenden
Messwerte. In unserem Falle ist dies 2,583030303. Man kann diese Gleichung umschreiben,
indem man die relativen Haufigkeiten

_A
Y

verwendet. Der Mittelwert ist dann

X=2.3%
i=1

Der so gefundene Mittelwert ist im allgemeinen nicht mit dem wahren Wert der Messgrosse
identisch.

Wenn wir die Klassenbreite verringern und gleichzeitig die Anzahl Messpunkte erhohen, so
erhdt man die differentielle Vertellungsfunktion f(x) der zugrunde liegenden Gesamtheit.
Diese Funktion f(x) ist normiert, da wir die relativen Haufigkeiten zu ihrer Ableitung
verwendet hatten.

1= [ (o

Wir mussen unterscheiden zwischen den aus den experimentellen Daten empirisch
gefundenen Verteillungsfunktionen und den durch theoretische Modelle berechneten
Verteilungen. Eine wichtige Aufgabe einer Datenanalyse kann sein, zu zeigen, dass eine
empirische Verteilungsfunktion mit einer theoretisch gefundenen vertréglich ist.

Varianzen und Standardabweichungen

Eine Verteilungsfunktion ist nicht nur durch ihren Mittelwert, sondern auch durch die Lage-
und Dispersionsgrossen gegeben. Wir haben gesehen, dass der arithmetische
Mittelwerte(Mittelwerteoben) eine solche Grof3e ist. Die Lagegrofien miissen die folgenden
Postulate erfillen:



« Die Schatzung soll im Falle einer unendlich grof3en Stichprobe den Wert der
Grundgesamtheit annehmen.

 Die beste Schdatzung ist die mit der kleinsten Streuung, d.h. mit der kleinsten
Fehlerabweichung.

Als LagegrofRen kommen in Frage:

. Der arithmetische Mittelwerte(Mittelwerteoben) X = 2283030303

n
G(x) = /\a/ |‘l X & =2,58292652
» Das geometrische Mittel 1=

N
L > A 1. 0,3871733; R(x) = 2,58282275
» Dasreziproke Mittel RO AT X
* Der Median ist der Wert, bei dem gleich viele Werte links und rechts davon liegen. Hier
ist M(x)=2,58
Der Median ist besonders dann zu verwenden, wenn die Stichprobe eine grof3e Streuung
aufweist. Wenn aus anderen Daten bekannt ist, dass nicht ale Messwerte die gleiche Glte
haben, kann man die A; auch als Gewicht benutzen. Hier hatten wir die Anzahl Messwerte pro
Klasse a's Gute des M esswertes genommen.
Esist einsichtig, dass man zusétzlich versucht, die Breite einer Verteilung zu charakterisieren.

Diese Grof3en heif3en Dispersionsgréssen. Man verwendet:

1 n
d==>" Alx —X =0,01737374
« Dendurchschnittlichen Fehler: A=
2

1 n
o’ ==Y A(x -X) =0,00020761
 DieVaianz AT . Wenn man die Varianz bezlglich eines
andern Wertes B bildet, so gilt mit

Dadies ales positiv definite GrofRen sind, ist die Varianz minimal, wenn sie beziiglich des
arithmetischen Mittelwertes X berechnet wird.
Wenn wir eine kontinuierliche Verteilung haben und p(x) die Gewichtsfunktion ist, gilt:

r X [p(x) [T (X) [dx
X = T2
«  Arithmetischer Mittelwert: JL. PO F ()
[ (x= %) 000 I () o
J_Z p(x) OF (x) [aix

e« Varianz.



» dlgemein gilt: Der mit der Verteilungs- und Gewichtsfunktion bewertete Mittelwert der

_ j‘”h(x)[p(x)tr(x)mx
h(x) ===

= o
Funktion h(x) ist f p(x) CF (x) aix
Shepard gibt an, dass ein besserer Wert fur die Varianz erhalten wird bei in Klassen

eingeteilten Messgréssen, wenn man die folgende Formel verwendet.
13 2 M

o’ 0= -%X) -—

A; AX -%) -3

o? [10,00017428

wobei h die Klassenbreiteist. In unserem Falle wére

Mittlerer Fehler und Varianz

Da der Mittelwert der Grundgesamtheit, u, im algemeinen nicht bekannt ist, wird die
berechnete Varianz nicht die Varianz der Grundgesamtheit sein. Wir versuchen nun den
besten Schatzwert fur die Varianz zu berechnen. Nehmen wir an, wir wirden g kennen. Dann

gilt
o°= ZAx 0 ——ZA -m+m-p)’

Im folgenden setzen wir aIIeA 1 und p=0. Dann ist A=n. Durch ausmultiplizieren erhalten
wir

67 =2 (5 =m) + Y (=) 422 3 (x ~m(m-)
n= ni= ni=
13 18
==> (% -m)’ _sz+2 ZX m)
ni= Nz
1 n
== (% —m)" +n?
n|=1
1 n
m==)» x
mit = erhalt man
1 2 1 ?
o*==% (x-m +—2(Zx]
rl|:l n i=1
Mit
2
1(<& 1< 1 1— 0°
n_(ZX'] X 2 B =T
wird

Die GroRe s ist der mittlere Fehler einer Einzelmessung. Der Ubergang von n nach n-1 ist
zu Vestehen ds der Verlust eines Freiheitsgrades. Da wir den Mittelwert der
Grundgesamtheit p nicht kennen, muss die Stichprobe zur Bestimmung von m herhalten. Dies
ergibt eine neue Beziehung zwischen den Datensdtzen, reduziert aso die Anzahl
Freiheitsgrade.



Mittlerer Fehler des Mittelwertes

Bei verschiedenen Stichproben schwanken der Mittelwert und die Varianz. Wenn wir fir die
Berechnung des Mittelwertes die Schreibweise

()=y=22

verwenden, und fir den Erwartungswert

E(909)= 2 p(x)o(x)
verwenden, dann gilt bei gleicher Grundgesamtheit fir alle x;, dass sie den Erwartungswert

_ N2 _ 2
E()ﬁ)_“ und E()g “) =0 ist. Wenn wir den Mittelwert der Messwerte, m einsetzen,

erhalten wir auch E(m) =p . Fur die Varianz gilt auch

s DRI DI

i=1

1 n
=7 L E| E|(x - ]+n—22 E[(x ~1)(x; )]
= £
Wenn die Messdaten statistisch unabhangig sind, so ist der zweite Term=0 und wir erhalten

o= el -

der mittlere Fehler s, des Mittelwertes ist also um den Faktor Jn kleiner als der mittlere
Fehler der Einzelmessung

=7
Daraus lernt man, dass, um ein Resultat doppelt so genau zu erhalten, viermal mehr
M essungen durchgefiihrt werden miissen.

Momente der Verteilung
Das k-te Moment einer Verteilung ist definiert durch den Erwartungswert
k
u(x8)=E(x-8)']
Wenn wir B=0 setzen, so erhalten wir
=E(X)=X
b =0%(0)= x*
Bel den hoheren Momenten benutzt man eine Normierung, damit diese dimensionslos

werden.
Gebrauchlich aufRer dem Mittelwert und der Varianz sind:

M

* Die Schiefe (skewness): boo . Wenn die Schiefe positiv ist, heif3t das, dass grofiere
Abweichungen auf der positiven Seite liegen. Symmetrische Vertellungen haben die
Schiefe 0.

— M
. Vo= _ _ L
* Die Uberh6hung (peakedness): ° 0" Die Groe Y23 heilk Exzess, da sie die
Abweichung von der Gaul3verteilung angibt.



Verteilungen

Es gibt einige Modellverteilungen, die in der Physik sehr gebréuchlich sind. Dies sind die
Binominalverteilung, die bei Wirfelexperimenten oder wirfelartigen Experimenten zugrunde
liegt, die Poisson-Verteilung und, im Grenzfal sehr grof3er Grundgesamtheiten, die
Normalverteilung.

Binominalverteilung

Die Binominalverteilung beschreibt Experimente, bel denen in jedem einzelnen Experiment
mit der Wahrscheinlichkeit p ein Ereignis eintritt und mit der Wahrscheinlichkeit g=1-p ein
zweites Ereignis eintritt (oder das erste nicht eintritt). Ein Wirfelspiel gentgt, zum Beispiel,
diesen Gesetzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass k-mal das erste und n-k ma das zweite
Ereignis eintritt ist

pa™ = p*(1-p)""
Wenn die Reihenfolge dieser Ereignisse irrelevant ist, dann hat man die Binominalverteilung

Bkon.p)= (:] pq™ =(:]pk(1— p)""

Die Verteilung ist normiert, dagilt

n

kZ;B(k’”’ p):Z(E]pKQ“'k =(p+q)' =1

k=0
Der Mittelwert ist

C C nmn 1) kyn-1-k+1
=Y kB(k =
LA Y vy e T L

k
Die Varianz schliefdlich berechnet sich zu

o%= ZkZB(k,n, p) - k?

k=0
0 n! ” ”
=) k(k—-1 “g"™* + > kB(k,n, p)-k?
k; ( )k!(n—l)!pq kzé (kin.p)
und
r(n 1 p Zn: ) pk—zq(n—z)—(k—z)_l_R_Ez

nk)

=n(n-1)p? +np—n p? =np(1l-p)=npq
Die weiteren Momente sind (ohne Rechnung)
_1-2p_1-2p

yl_ ,—npq - o

_1-6pq_1-6pq
3 3= - 2
npq o
Fur die Binominalverteilung existiert eine Rekursionsformel:
B(k,n,p) _n-k+lp
B(k -1,n,p) k g
Zum Abschluss noch eine kurze Bemerkung: jede, auch asymmetrische Binominalverteilung
geht fUr festes p bei grof3en nin die Normalverteilung tber.

und




Normalverteilung

Die Normalverteilung kann als Grenzfall der Binominalverteilung angesehen werden, wenn
die Anzahl Versuche gegen unendlich geht und p=g=0,5 ist. Die Wahrscheinlichkeit fur das
Auftreten einer Abweichung ist

A:x—u:%E(ZN—k)—%E(k):E(N—k)

wobel k negative und 2N-k positive Abweichungen auftreten. Wir koénnen die
Binominalverteilung verwenden:

2N
Bl kaN2)|=[7" 2w
2 k
Wir berechnen den Mittelwert, Mit K =2NP=N g

A=E(N-k)=0 oder X=pu
Die Varianz wird dann

02 =N =E*(N-K)’ = Ez(gj

Fur grof3e N ist essinnvoll, die Verteilung auf die Varianz 1 zu standardisieren

A 2
t =8 o (N-K).|Z
“ o, ( )\/;

Diese standardisierte Variable t, hat den Mittelwert O und die Varianz 1. Verwenden nun
2

Histogramme, und skalieren die Achse mit ¥ N . Wir erhalten

G(t,) =\/%B(k,2N,%) :(ZI?IJZ_ZN\/%

Mit der Stirlingschen Formel
n!'On"e "v/2m

wird

1 -2N
im(e(0) = EVHET 1
Nk (N)’~2  am
Mit Hilfe der Rekursionsformel kann gezeigt werden, dass
B(k) — B(k _1) _nh- k+1£_1: G(tk) _G(tk—l) — AG
B(k-1) k q G(t,,) G

Fur p=g=1/2 wird

AG _ 2(N-k)+1
G N

“(N-K)
N

ﬁgl_:_\ﬁ_w

MG V2 /ka

IimEE—ll—:d—GElE:EInG:—t
N-eAt, G dt G dt

Fur N - oo ergibt sich

Darausfolgt



G(t) = Ae™
Mit einer Normierung erhdlt man die standardisierte Gaul3verteilung

G(t) :%T e

oder die allgemeine Gaul3verteilung

1w
G(x,0,M) oTon e
Die Gaul3vertellung ist symmetrisch bezlglich des Mittelwertes |, also sind ale
ungradzahligen Momente 0. Die gradzahligen Momente haben den Wert
H,, =10BBU.(2v -1)o®
Damit wird zum Beispiel die Uberhéhung y,=3.
Viele Experimente ergeben eine gaul3férmige Verteilung der Messwerte um einen Mittelwert.
Zur Abschétzung von Fehlergrenzen kann das Integral der Gaul3verteilung, die Fehlerfunktion
verwendet werden.

erf(z)= Z—ZHJ_Zwe't% dt

Fur den speziellen Wert o 0 wird erf(1)=0,683. Das heil3: bei normalverteilten
statistischen Abweichungen ist die Wahrscheinlichkeit = 68,3 %, dass eine Messung einen

Fehler innerhalb £0 liefert.

Poisson-Verteilung

Bel radioaktiven Atomen ist die Anzahl in einer bestimmten Zeit zerfalender Kerne
proportional zur Gesamtzahl der Kerne. Es gilt aso

an_ -nA
dt
Daraus folgt das Zerfall sgesetz
n(t) = e

Anstelle der Zerfallskonstante wird meistens die Halbwertszeit T,, = In 2 / A angegeben.

Unter den folgenden Annahmen kann man die dazugehdrige V erteilungsfunktion ableiten.

» DieZahl der radioaktiven Kerne sei sehr hoch (meistens sehr gut erfillt).

* DieAnzahl der Zerfélle werde in jewells konstanten Intervallen AT bestimmt.

 Die Zefdlswahrscheinlichkeit nAAt sei in jedem Messintervall gleich, was
gleichbedeutend ist mit At<<T.,.

Viele Stole ergeben nun eine Folge von Stof3zeiten (ki,kzks...). Wir berechnen nun den

Erwartungswert E(k)=p. Mit der Zerfallswahrscheinlichkeit p (proportional zu A und At) wird

E(k)=k=p=np

Die Wahrscheinlichkeit fur eine Zahl k von Ereignissen im Messinterval At kann aus der

Binominaverteilung durch einen Grenzibergang nach unendlich (n-o, p-0, g-1,

np=p=const) berechnet werden. Wir verwenden die Rekursionsformel fur die

Binominalverteilung

(k) = B(k -1 "2 - (k=3P
ka ko
Daraus entsteht die Rekursionsformel fir die Poisson-Verteilung



P(k,)= Pk =1,p)

=~ |=

> P(k,p) =1

Mit der Normierungsbedingung k=0 bekommt man
S T | | L _

P(k=0,u)— =P(k =0, —=P(k=0,pn)e" =1
2 Plk= 0,7 = Plk=0p)> 7= P(k = O)e
Und daraus die Poisson-Verteilung

_p

P(k,u)—ﬁe“

Die Poisson-Verteilung hat die folgenden Eigenschaften (erhalten aus dem Vergleich mit der
Binominalverteilung):
. Mittawert K= E(K)=np=p

2 — —
e Vaianz 9 ~MP9=H (npist konstant, g geht gegen 1!!
* DiePoisson-Vertellung ist normiert.
* DiePoisson-Verteillung hat nur einen Parameter

o_1

« Der relative mittlere Fehler ist \/H

Die Poisson-Verteilung findet man immer dann, wenn ein sehr unwahrscheinliches Ereignis
bei einer grofRen Zahl Versuchen betrachtet wird. Neben Atomkernen sind auch die
Ankunftszeiten von Photonen und Elektronen bei sehr geringem Fluss Poisson-verteilt.

Lorentz-Verteilung

Die Lorentz-Verteilung tritt in optischen Spektren auf. Sie ist da die universelle
Vertellungsfunktion. Sie wird in allgemeiner Form so geschrieben:

2
L(x,p,r):1 2
T0ew ()

Die Lorentz-Verteilung besitzt die folgenden Eigenschaften:

e Sieist zu 1 normiert.

* Der Maximalwert ist 2/pl" bei x=p

e Sieist symmetrisch, alle ungeraden Momente sind aso null.

* Die hotheren geraden Momente, insbesondere die Varianz, sind nicht definiert, da die
entsprechenden Integrale divergieren.

» Die charakteristische Dispersionsgrosse ist die  Habwertsbreite T

L(uir/z,u,r)%L(u,u,F)

Statistische Tests

Die in physikalischen Experimenten erhaltenen Daten stellen Stichproben aus einer

Grundgesamtheit dar. Wir missen nun die folgenden Fragen | 6sen:

e Stammen zwel Messreithen  (Stichproben) aus der gleichen, unbekannten
Grundgesamtheit?

» Passt eine Messreihe zu friheren, ausgedehnten Stichproben (Hat die Probe sich
verandert?)

* Passt eine Stichprobe zu einer Modellverteilung oder Hypothese?



Ein einfacher Test kann anhand der Standardabweichungen durchgefihrt werden. So soll
untersucht werden, ob bei einer Gesamtwurfzahl von 315672 die Zahl von 106602 Wrfen der
zahlen 5 oder 6 zur Annahme eines Homogenen Wirfels (p=1/3) passt. Im Versuch ist die
relative Haufigkeit 0,3377=106602/315672. Weiter ist die Standardabweichung des

Mittelwertes
& W2 _ %2
§ = 4 — :\/X = 0,00084
n n

Man erwartet fir einen homogenen Wirfel p=105224 mit

g, =./npg =265
Die beobachtete Abweichung ist jedoch 1378, also 5,2 mal grofer als 0. Dieser einfache Test
kann gut zu einer ersten Abschétzung der Glite einer Messung dienen.

Ein weiterer einfacher Test benutzt den Vergleich der hoheren Momente. Fir diesen
Dispersionsindex gilt

>0 fOr Binomina - und Poissonverteilung
(3y,—2y,+6)k <0 fir stark tiberhdhte Verteilungen
=0 four die Normalvertei lung

t-Test

Der t-Test gibt eine Angabe Uber die Konsistenz zweier Mittelwerte. Er erlaubt eine Aussage,
ob eine eigene Messung mit der eines andern (aber auch eine frihere eigene Messung)
konsistent ist. Damit kann getestet werden, ob eine Apparatur sich mit der Zeit verandert.

Man konnte zur Annahme gelangen, dass wenn zwei Mittelwerte X und %2 sich um weniger
as ene Standardabweichung unterscheiden, dass sie dann zu einer identischen
Grundgesamtheit gehoren. Diese Beurteilung ist willkurlich.

Besser ist es, den erwarteten Fehler der Differenz Y= % ~% zu berechnen. Mit Hilfe des
Fehlerfortpflanzungsgesetzes ergibt sich

m 2 Ny 2
Soo-m e S wf L

n1+n2_2 nlmz

%2@—%2) = %2m +§m =

dabei sind X1 und % die Mittelwerte zweier Messrel hen, n; und n, die Anzahl Messungen mit
2

S,
den Fehlern s, und s,. Fur S setzt5 man am besten " ein, wobei die Varianz durch das
Zusammenlegen aler Messreihen berechnet wurde.
Fur die t-Verteilung und den t-Test betrachtet man normalverteilte Zufallsvariablen y. Sind
solche nicht vorhanden, dann muss mit Mittelwerten von Stichproben gerechnet werden. Wir
berechnen den Mittelwert m, aus der Stichprobe y und die Standardabweichung s, die auf v
Freiheitsgeraden beruht. Die t-Grosse ist dann

y-m

t=2 %

3.
Sie gehorcht der Studentschen t-Verteilungsfunktion

()
s (tgla-ti)

é(t,v)=



Diese Verteilungsfunktion besitzt die Kenngrossen
u=0
»_ UV
V42
y,=0

6
v-4
Fur n=co geht die Verteilung in die Normalverteilung tber. Die Integrale Verteilungsfunktion

T(t,v)= j gt +T gat = 2T P(t,v)dt

ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei Abwesenheit systematischer Fehler t-Werte auftreten, die
aul3erhalb des Konfidenzbereiches £t liegen. Diese Funktion findet man in Tabellen. Fir sehr
umfangreiche Stichproben geht diet-Verteilung in die Normalverteilung Uber.
Fur die (0,1) [Mittelwert O, Varianz 1] verteilte Testgrofe bekommt man

f=X=%

%il‘iz)

Wenn der Test erfillt ist, dann sind die beiden Stichproben aus der gleichen Grundgesamtheit.
Zwei Mittelwerte mit n;=9 und n,=7 ergeben einen t-Wert von 1,74

Man findet T(1V) =T(174,14) =01

(Die entsprechende Excel Funktion =TVERT (1,74;14;2) liefert 0,103784377)

Die Interpretation sagt nun, dass

* Nurin 10% aller Stichproben tritt eine Abweichung >10% auf

* Der Test wird von den beiden Messrethen erfillt mit einer Signifikanz-Grenze von 10%,
d.h. systematische Abweichungen sind wenig wahrscheinlich

» Die Mittelwerte missen a's konsistent angesehen werden.

Ublicherweise verwendet man Vertrauensgrenzen (Signifikanz-Grenzen) von 5% und 1%.

Nur wenn der t-Test eine Wahrscheinlichkeit kleiner als diese Werte ergibt, nimmt man eine

Abweichung an. Groél¥ere Signifikanz-Grenzen (z.B. 40%) bedeuten, dass man sehr oft die

Hypothese der Gleichheit verwerfen muss, obwohl sie stimmt. Mit sehr kleinen Signifikanz-

Grenzen lauft man Gefahr, Gleichheit anzunehmen, obwohl sie nicht daist.

y, =3+

F-Test

Der F-Test ist ein zum t-Test analoger Test, der die Konsistenz von Varianzen prift.
2

F= iz wobei § >s,
Die Verteilungsfunktion enthdlt die beiden Freiheitsgrade V1= =1 und V2= ~1
Tabellen werden fir 5% und 1% Signifikanz-Grenzen Werte angegeben.

Chi-Quadrat-Test

Beim x*-Test liefert ein allgemeines Kriterium fiir die Ubereinstimmung der Grundgesamtheit

mit der Stichprobe. Der x>Test taugt fiir jede Verteilungsfunktion, ist also modellfrei. Das

Vorgehen ist folgendermal3en:

1. Man ordnet die Messwerte in Klassen, so dass in jede Klasse mindestens 5 Werte fallen.
Die Anzahl Beobachtungen sai fe

2. Essollen mindestens M>6 Klassen vorhanden sein.



3. Aus der Hypothese, der Vertellungsfunktion, die man testen mdchte, berechnet man die
erwartete Haufigkeit fy, fir jede Klasse.

4. Man berechnet aus der Klassenbreite, dem Klassenmittelwert und der Dichte der
Vertellungsfunktion die erwartete Haufigkeit fi,.

M
D> f,, =N

5. Normierung: =
2
(fth,j - fex,j)

M
X=2
6. Die Grole =1 thj ist ein integrales Mald fur die statistischen
Abweichungen der beobachteten Haufigkeiten.

Die Verteilungsfunktion lautet:

(v-2) gl =x*/2)
W(XZ) - X v/2

272 (v/2)
Die kennzeichnenden Grof3en sind:
H=V
o*=2v

-5,
Y :3+1%

Die x*-Verteilungsfunktion ist verwandt mit der Poisson-Verteilung: sie geht fir groRe v in
die Normalverteilung Uber. Wir rechnen nun die Wahrscheinlichkeit fir den x*>-Wert aus der
Probe aus. Der Test, ob die Stichprobe zur hypothetischen Grundgesamteit passt, gilt as
bestanden, wenn die Wahrscheinlichkeit >5% ist.
Fur die Anzahl Freiheitsgrade gilt:
v =M — K = Anzahl Klassen - Anzahl Beschrankungen
Sol che Beschrénkungen sind die Normierung von fy, und die Mittelwertbildung.
Flr den x>-Test ergibt sich demnach
* Normalverteillung: v=M-3
* Poisson-Verteilung: v=M-2
* Modellverteilungen mit a priori-Annahmen Uber p und o: v=M-1.
Wenn ich bei einer Stichprobe mit 8 Messwerten ausrechne, dass der Mittelwert
X =14128768432 ng die Standardabweichung S = 0142676871234 = o5 \yzre eine

Resultatangabe von
X =14,128768432 + 0,142676871234

= [125%
vollkommen unsinnig. Ist der Fehler ndmlich normalverteilt, so erhdlt man fir ,
also sind 4 Stellen fur den Mittelwert und 2 fir die Abweichung angebracht:

Xx=1412+0,14

m|Q

Fehlerfortpflanzung

Im algemeinen besteht ein Resultat eines physikalischen Experimentes nicht aus ener
einzelnen Messgrosse. Wir kdnnen also die oben abgeleiteten Verfahren nicht unbesehen auf
beliebige experimentelle Resultate ausdehnen. Wie wirken sich aso die Einzelfehler auf die
Gesamtheit aus?



Als Beispiel soll die Bestimmung einer Gitterkonstanten a nach der Debye-Scherrer-Methode
besprochen werden. Rontgenstrahlen mit der Wellenklange A falen auf eine grofRere Anzahl
kleiner Kristallite mit den Miller'schen Indizes h,k,I. Fur den Glanzwinkel gilt:
sinezzi«/h2 +k? +I?

a
oder

a= /] Jh?+k? +1?
29n0O
Estreten dabei die folgenden Fehler auf:

(@) DieWelenlange A ist nur auf S pestimm.

(b) Der Wert fur die Wellenlange stammt aus einem alten Tabellenwerk, ist also nicht mehr
korrekt.

(c) DieKorrektur fur die Adsorption der Probe wird vernachl&ssigt.

o

(d) Der Winkel On wird n-mal gemessen: der Mittelwert sei "' und der mittlere Fehler
s .

(@), (b) und (c) sind systematische Fehler. Bei (b) und (c) lassen sich Vorzeichen und Grole

des Fehlers bestimmen. Bei (a) ist der Fehler fir unsere Messung ein systematischer, beruht

aber urspringlich auf der Bestimmung eines zuféligen Fehlers, so dass S zur Abschétzung
des systematischen Fehlers verwendet werden kann.

Systematische Fehler

Die direkt gemessenen GroRen &' & -+ A\ sien mit den systematischen Fehlern

h, N, . Ny verfascht. Gesucht ist die GroRe A, die eine Funktion der N gemessenen
Werte ist. Wir haben aber die verfalschte Grofe Ao bestimmt. Fur sie gilt, nach einer Taylor-
Entwicklung

Al +h, g +h, . oay+h) =A@, &, .. &)+

18 ( 0A 0A
182 2o

Dain aller Regel die Fehler klein gegen die gemessenen Werte sind, darf mit der linearen

Naherung gerechnet werden.
Also ist das Fehlerfortpflanzungsgesetz fir systematische Fehler
A +h, a+h, ... ay+h)-A@, &, .. &)= ‘_Z(a&] :

Beim Ubergang zu den relativen Fehlern erhalt man:

—-Z 10A
Aaa
Rechenregeln

. Summe oder Differenz: Wenn A=0825% g dannist LA=ah =/,
«  Produkte: Fir A=&.[8 ergibt sich 2A=& th+a[h, Einfacher igt die Gleichung mit
AA_R R
denrelativen Fehlern: A & @



2A

_.h o h
= pLt+q-%
A a &

. Bei beliehigen Potenzen gilt fir A= 98 [
logarithmischen Ableitung)
p
PLch 7_ oL _ghe
«  Quotienten: Fir % ergibt sich: 4 &

(Dies erhdt man mit der

JAY: SRWAV

« Beim Beispiel in der Einleitung erhdlt man fir die Auswirkung der A—Fehler: @ 4

AR +KE +1?

= — 0sO LAG
und fir den Fehler der Gitterkonstante 2sn" O oder
ha =-cotO[AO
a . Daraus schlief3t man, dass bel 90° (Ruckstreuung) der Fehler minimal

ist. Hier ist ein Beispiel, das zeigt, dass mit einer geschickten Wahl der experimentellen
Anordnung der Messfehler minimal wird.

Statistische Fehler

Unabh&ngigkeit von der Reihenfolge der Auswertung
Wir nehmen wieder an, dass die gesuchte Grofe A aus den direkt gemessenen Grof3en

&, &, .- Ay pestimmt sei. Diese sind mit zuféligen Fehlern behaftet. Wenn a. n-mal
gemessen wurde, so bezeichnen wir die j-te Messung der k-ten Grélze mit ag. Der Mittelwert
von g ist

~ 1

a, :H.Za”

und die Varianz
2 1 & 2
S, ‘_Z(am‘ —ak) ZEZ(%)
J =1 j=1

es gibt nun zwei Wege, wie wir von den gemessenen Grof3en auf das Endresultat kommen
koénnen. Sind die beiden Wege &quivalent?
Wir konnen zuerst jede einzelne Messung mitteln, und dann in unsere Funktion fur das
Endresultat einsetzen.

A =AE, &, ... Tq)

Wir kénnen auch jeweils die j-te Wiederholung der Messung einsetzen und dann mitteln.
— 1 1
A== A :—ZA(alj, T anj)
n j:]- n j:]-
Nun |&sst sich der Wert von A; durch eine Taylor-Entwicklung angeben.
5 0A
RN R ) R
k

k=1
Wenn die Abweichungen von den Mittelwerten klein sind gegen die Mittelwerte, haben wir

A——ZAn ZZ( j

j=1 k=1
Wenn wir nunim 2. Glied die Rel henfol ge der Summation vertauschen, dann finden wir

i) Ze o=

Ni= =1 Ni=\ 0a,



Also gilt:
_ 1 L B
A:EZAj:An(al, a, .. a)
=

Die obige Formel gilt ziemlich algemein, z.B. auch wenn nicht alle Teilresultate gleich haufig
gemessen wurden.

Gaul3'sches Fehlerfortpflanzungsgesetz

Wir nehmen an, dass die Varianzen S der gemittelten Messwerte a bekannt seien. Die
Varianzen sind, nach der allgemeinen Definition,

__Z(A A) nlljl(i(%}%]z

ko \ 08y

= i(a—’*) g T

n

- a, ) n-1 [‘Zlda Aoda,) n-1
I£Zm

Wenn die Messungen der a voneinander statistisch unabhangig sind, dann summieren sich
alle Kreuzprodukte zu 0. Also ist das Gaul3' sche Fehlerfortpflanzungsgesetz

N 6A]2
Ss=)|—| ¢
§ kzzl(aak ‘

Tellen wir beide Seiten mit n, erhdlt man das Fehlerfortpflanzungsgesetz fur die mittleren

Fehler der Mittelwerte, die in der Praxis am meisten angewandte Form.
2

#=3anl.

QV)N

Statistische Unabhangigkeit

n
D Eiem
i1

Wenn die Messwerte a statistisch unabhangig sind, dann treten in ~ N—1  positive und
negative Zeichen mit gleicher Haufigkeit auf. Wenn diese Summe null ist, nennt man die
beiden Messgrossen a und a, statistisch unabhéngig. Dies wird mit dem Begriff der

Kovarianz beschrieben
Kov(x,y) = E{(x= E())(y- E(y))}

wobe der Operator E den Erwartungswert berechnet. Wieder gilt, dass wenn die Grélen x
und y voneinander statistisch unabhéngig sind, dass die Produkte in der Summe fur den
Erwartungswert mit gleicher Haufigkeit und beide Vorzeichen annehmen.

Wenn wir eine vollstandige Korrelation haben, dso®u T4 , dann gilt
Kov(e,,ne) = Ele, 2, } —nE{sk} =nWar(e,)=no.
Die Kovarianz geht also im Falle einer vollstandigen Korrelation in die Varianz tber.



Das Gauldsche Fehlerfortpflanzungsgesetz darf nicht angewandt werden, wenn

Korrelationen existieren (angezeigt durch die Kovarianz)

» Physikalische Korrelationen: zum Beispiel wenn gleichzeitig Strom und Spannung
gemessen werden.

» Algebraische Korrelationen: Die Physikalischen Grundkonstanten sind korreliert.
Man mussin diesem Falle die Fehlermatrix berechnen (Siehe Granicher)

Angabe von zufalligen Fehlern
Da nach dem Gauldschen Fehlerfortpflanzungsgesetz positive und negative Fehler gleich
haufig vorkommen, muss der Fehler wie folgt angegeben werden:
Ats,
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
2

. Summen und Differenzen: Mit A= &%a, jg SA =%, *+S,

,  A=)ca s =).dd
* Lineare Funktionen i=1 ergibt i=1

Produkte werden mit den relativen Fehlern berechnet. Aus A= & 2L arhalt man fr

2 2 2
({3 (3
die Fehlerquadrate ! 3

2 2
()43 o
» Fur das Bragg'sche Gesetz ergibt sich A A
* Be zusammengesetzten ausdriicken kann man zuerst Teilvarianzen berechnen.

Maximaler Fehler

Will man nicht so viel rechnen, dann verwendet man die zu der Fehlerfortpflanzung bei
systematischen Fehlern verwendete Funktion, bildet aber von jedem Summanden den Betrag.

Ausgleichsrechnung "Fitten"

Wenn bel einer Messung ein funktionaler Zusammenhang bestétigt werden sollte, mdchte
man die gemessenen Daten an theoretische oder empirische funktionale Zusammenhénge
anpassen. Insbesondere wenn mehr Messdatensétze als freile Parameter existieren, muss eine
Anpassung durchgefuhrt werden.

Graphische Verfahren

Ein graphischer Ausgleich, d.h. man legt die angepasste Kurve so Uber die Daten zu legen,
dass die Gerade die gemessenen Daten am besten anpaldt. Dazu mussen die Daten so
dargestellt werden, dass ein linearer Zusammenhang zwischen den Variablen existiert. Dies

n(t) = Ad™®

kann zum Beispiel bei einer Exponentialfunktion , Wie sie bel Zerfallsprozessen

auftreten kann, durch logarithmieren und Darstellen der Funktion In[n(t)]:ln[A]—Bt

geschehen.

Parktische Regeln fur einen graphischen Ausgleich:

» Diemittleren Fehler der einzelnen Messpunkte einzeichnen (in bel de Koordinatenachsen)

* Durchsichtigen Mal3stab oder Faden verwenden.

» Endpunkte nicht Uberschétzen, da sie nicht genauer, oft sogar schlechter bekannt sind als
die andern Punkte.



E=E,+

o CurieWeiss Gesetz: T-0 (g, ist die Untergrund-Suszeptibilitét, 6 die Curie-
1 1

=—(T-6

—=¢c(T-9)

u

Weiss-Temperatur) wird in der Darstellung €= linear angepasst.

. 2_(-g/kT)
j.=CTe™ (0 ist die Austrittsarbeit, C  eine

L)-mo-£2

In( j
Mengenkonstante) wird in der Darstellung T T angepasst.

*  Thermoemissionsgesetz:

Numerische Verfahren

Wir betrachten nun zuerst den einfachen Fall einer linearen Beziehung zwischen zwei Grof3en.
Bel einer Feder wéren dies die Auslenkung z, die angewandte Kraft F und die Lage des
Nullpunktes z,. Ohne Verlust der Allgemeinheit kann z,=0 gesetzt werden. Folgende
Annahmen kénnen nun gemacht werden:

1. Die Messung der Kraft Fist fehlerbehaftet

2. DieMessung der Position z ist fehlerbehaftet

3. Beide Messgrossen sind fehlerbehaftet.

Kraft F ist fehlerbehaftet
In diesem Falle kdbnnen wir den Fehler fir den i-ten Messpunkt wie folgt angeben:

Fi —kZ =&

Das Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate verlangt nun , dass
> € =[e&] = minimal
i=1

ist. Also

i=1 i=1 i=1
Diese Gleichung kann umgeschrieben werden:

2Ee )2 S (r -k |- (F -k a)-2) =0

oder

[F7]

[22]

ke

Auslenkung z ist fehlerbehaftet
Wir kénnen die Gleichung fur den Zusammenhang zwischen der Auslenkung und der Kraft
auch so umschreiben, dass z unsicher ist. Dann gilt
F_.
4 K €
Eine kurze Rechnung zeigt, dass
_[FF]

SN

Auslenkung z und Kraft fehlerbehaftet
Wenn beide Messgrossen fehlerbehaftet sind, gilt:
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Anhand der Zeichnung findet man heraus, dass

F cosa+o0=zsna
oder

J0=12%dna -F cosa
Die Summe der Abstandsquadrate muss null sein, also muss

262 Z (z sina - F, cosa)’

minimal sein. Alsoist

aiz %Z(; sina - F, cosa)’
i=1

i=1

z sina - F, cosa)(z cosa + F sina)

'M=

iy

Z(zsnacosa Fsnacosa+zF sn’a-zF cos a)

FN4=

((z - R?)sinacosa +zF(sin’ a - cosza))

:sin2azn:(;2 F?)- ZCOSZUZzF

i=1 i=1

— |_\

(z*-R?)sin2a - 22|F00320)

Also wird
2Y ' zF
e e
n n ZZ
z-3 FF
;zz Zl
Nun ist aber

k=tana = tan(arctan[%)/ 2]

AlsBeispid ist in der folgenden Figur eine mit Zufallszahlen simulierte Rechnung zu sehen
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Hier bedeuten fkz die Messkurve, wenn nur z fehlerbehaftet ist, fkf, digenige, bei der F einen
Fehler hat sowie fkfz digenige, bei der beide GrofRen einen Fehler haben. Bel der letzten
Kurve wurde die quadratische Anpassung durchgefihrt. Wichtig ist, dass dafur die
Federkonstante k auf 1 umskaliert werden muss.

Ausgleichsrechnung fur allgemeine Beziehungen
Wir betrachten nun die allgemeine Beziehung

z :iﬁﬁ fj(xlvi...xN’i)

bei der die unbekannten Koeffizienten Aj linear in den Gleichungen vorkommen. Wir fordern
wieder, dass

2

[ss]:z,sf:Z{ZAJfJ(xlyi...xNyi)—zi} = Minimum
i=1 i=1 (j=1

ist. Die Gleichung kann auch in Matrixschreibwei se geschrieben werden:

fo(XppoXya) o Fa(Xe X)) A z

fl(xl,n"'XN,n) fm(xl,n"'XN,n) An zn
Mit der Abktrzung

wird die Gleichung

oder



BA=7Z
Die Losung dieses Uberbestimmten Gleichungssystems im Sinne der Minimierung der
Fehlerquadrate ist die Losung des m x m+ Gleichungssystems

(B"B)A=B"z
aso

A=(B"B) B'z
Bel allgemeinen funktionalen Abhangigkeiten sucht man, mit welcher Methode auch immer,
Naherungswerte flr die unbekannten Parameter. Ist zum Beispiel

gi(A,B,C,...,Xi,yi,.,_)— |_I =&
und A0,B0,CO Naherungswerte, so kann eine Taylor-Entwicklung durchgefihrt werden.

6 (AB.C,..)= giyo(Ab,BO,CO,...)+(Z%] (A= A+

3., (3
Mit oA A0.BoCor-. 0B A0.Bo.Cor USW., =L~ Yo und é=A- A)’ n=B- Bo
u.s.w. ist die Gleichung wieder in linearisierter Form vorhanden
a¢ thn+..—( =¢
Die oben skizzierte Methode kann zur Lésung verwendet werden. Welter Informationen
koénnen im Buch von Zurmihl gefunden werden.

Verwenden von Excel zum Fitten

Die Anpassung von empirisch gefundenen oder theoretisch begrindeten funktionalen
Zusammenhdngen an gemessene Daten ist nicht in jedem Falle einfach. Bel lineare
Zusammenhangen funktionieren die meisten Programme sehr gut. Bei nichtlinearen
Abhangigkeiten, die insbesondere Uber mehrere Grofienordnungen betrachtet werden miissen,
sind meistens Probleme zu befurchten.

Die Datenanpassung beruht auf den im obigen Kapitel angegebenen Verfahren, unter
Umsténden auch auf wesentlich involvierteren Verfahren wie sie in den Referenzen 1 und 2
beschrieben werden.

In dieser Vorlesung sollen Sie mit den Mdglichkeiten einer Tabellenkakulation fur diese
Anpassungen vertraut gemacht werden. NatUrlich kdnnen auch andere Programmpakete, oft
sogar besser, as Excel, das hier als Beispiel genommen wird, verwendet werden. Excel ist
jedoch unschlagbar, wenn es um das Antasten an ein Anpassungsverfahren geht.

Als Beispiel verwende ich pV-Daten des Gases CO2. Diese Daten wurden mit einem, sich im
Aufbau befindlichen Experiment des Grundpraktikums. Das Experiment l&uft so ab, dass mit
einer Mikrometerschraube das Probenvolumen, ausgehend von einem unbekannten Volumen
VO verdndert wird. Eine weitere Unbekannte ist die Molzahl, da diese nur schlecht zu
bestimmen ist. Wir starten mit einem leeren Bildschirm.

In diesen Bildschirm tragen wir nun oben den Titel ein



2 Microsoft Excel - APrechnung xls

i|ﬁ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 _;I_il_?ﬂ
D=RSRY +BBI(w-~ A€z A4 BEH - 0
|| - - | FRU|IEE=EH P rwmin) =5 A
B4 L‘ =| % =o -(A0 -E)™1.53%e-7 m*3
A I8 fFemen] ) B | E [ F | & [ &
1 |Rohdaten |[co2 T
=
3 |Gleichungen
4 |*“olumen IV=V0 —EEEI—.;i]*LEBBE—? m*"3
& |Druck 1100 m*' = 180 bar = 14 Mpa
B
7
g
|
10
i
12
13
14 I
15
16
M p M 756003 £ 75,60 (9 f54C (2 WTabellel /7 4]
Markieren Sie den Zielbereich, und driicken Sie dig | | | | I

£ i
Esist eine gute Praxis, die relevanten Gleichungen im Seitenkopf anzugeben. Hier enthalten
die Zellen B4 und B5 die Umrechnungsgleichungen von den gemessenen Daten auf die
physikalischen Grof3en.

2 Microsoft Excel - APrechnung xls
i|ﬁ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 _;I_il_?ﬂ
DZEERY $BBY o-~- (@& =445 BEH - 7
[ aria 0 | FXU|IESE=EY % ml EE - M. A .

B9 | = p=nRT/V-nbl-an2Am2

o S| [N N [N = | N N [T

1 |Rohdaten |C02 =
=
3 |Gleichungen [
4 %olumen % = 5o -(50-1)™1.563%e-7 m*3
& |Druck 1100 m*' = 180 bar = 14 Mpa
5
l-f {
8 |Reales Gas +an' 2 b nbi=nRT
9 =nRT/-nbEan"2f2
10 _ |
11
12
1
14 JillN
15
18
M p M 756003 £ 75,60 (9 f54C (2 WTabellel /7 4]
Markieren Sie den Zielbereich, und driicken Sie dIE!| | | | | I

In der Zelle B8 geben wir die Gleichung des realen Gases ein, in der Zelle B9 die Auflosung
nach p.



2 Microsoft Excel - APrechnung xls
i|ﬁ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 _;I_il_?ﬂ
[CowR SRy iRy o -c-|a® = & 22 | m@gs - B
|| anial w0 | PRI |IEE=EEBR % B el -haA
=X v =] 0,001

A0 I Twe i e 0w L ' R e
1 |Rohdaten |C02 =
2
3 |Gleichungen [ E%,
4 %olumen % = 5o -(50-1)"1.53%e-7 m*3
& |Druck 1100 m*' = 180 bar = 14 Mpa
5
l-f {
8 |Feales Gas |(pHan2M A onbi=nRT
g |p=nRTI-nh)-an"2"2
10
11 |Unbekannte _ _
12 w0 0,001 |m*3
13 |n= |D,EIEI1 ‘l |mal
14 JillN
15
18 _ _ _ _ _ _ _
I [4 [ el 75,6503 /75,60 41 £ 5,4C(Z) . Tabellel / 4] | i ‘
Bearbeiten ] | | | HE | T

Wir geben nun in den Zellen A12 und A13 die Bezeichnungen der unbekannten Gréfen ein.
Die Zellen B12 und B13 enthalten Anfangswerte, die Zellen C12 und C13 die physikalischen
Einheiten.
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i|ﬁ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 _|E|__Jﬂ
DEEHSRY | $BEAC o- & = &4 Y H 0~ 0

| aral §li0 B FXU|EE§§|§/UDU W EE] L - h-A

H11 | =| [,00003143
E|F|G.|HF°”“E'”|II.J.IK_ILIT

1 e
=

3 Konstanten

4 Tk 304 .21 K

L RHOK 0 466 kgl

B

7 h 0,04401 kgémol

o Pk 7382500 Fa

g R 8,314 4k mol e
10 vifWW-Paramet a 2 BF9E-01 mE*Palfmolv?

11 b I ) 15E-05_|m“3fm0|

12

13

14

15

16

17 =l
MW Ml 75, 6C (30 £ 75,66 (4) £5,4C(2) b Tabellel / KR | ﬂj_'
Bereit || | | | NE | T 7

Die Zdlen F3 bis 111 enthalten die Literaturwerte. Wir markieren nun den Bereich G4 bis
H11.
Mit dem Befehl Einfigen - Namen - Erstellen... werden die Bezeichnungen der Namen

festgelegt.
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ii*ﬂ Datei Bearbeiten &nsicht |§nﬁjgen Farmat Extras Daten Fenster 7 _|E|__Jﬂ‘

DR SRy § k. |%@|Eﬁ,*‘*ial|@@.@‘mn%v )

[ ana - 10 Zellen EE 3%l EE L - DA
Spalten

G £ Tabelle

1 Bl e | | [ ) N T 7=

2 Seitenwechsel

3 Konstante £ Funktion...

6 Kommentar Einfiigen. ..

d Grafik ; Anwenden

[i] ; A !

q @ I;ar!clkarte... Beschriftung. .. P
Obijekt.,,

10 wifWW-Parar
11
2
13
14
15
16
17

e
|4 [T [ DIl 75,60 (3) £ 75,6 (41 £ 5,4C (2) ) Tabelle1 / 14} |+ j_'

Bereit [ Bumme=73828133 [ | REC T 2
Wir wahlen nun die Funktion aus linker Spalte aus.

Mamen erstellen |

| Namen erstellen aus

ritE P almole?
m*3mol

% Hypetlink... Strg+k

s i
I_ Llnkﬂr SF'E'tE abbrechen |
[ Untetster Zeils

l Rechter Spalte

Damit werden die Namen erzeugt, die dann as absolute Referenz in Formeln verwendet
werden.

Indie Zelle B16 wird die Temperatur des Gases eingegeben. Beachten Sie, dass mit absoluten
Temperaturen gerechnet werden muss. Die Umrechnung kann, wie hier gezeigt, direkt in
Excel durchgefihrt werden.



2 Microsoft Excel - APrechnung xls
“‘F‘j Datei Bearbeiten &nsicht EinFUgen Farmat Extras Daten Fenster 2 _Iﬂl_ﬂ
[CeEdef| bR oo - @@= » 502 |MeH o -3
”nnal * 10 -|FX§|EE§EEE|_EE’/IIDDHE$”H -;§+;E|:-@lv£-

X v =202 1

A & [ & | ® [ & | & [ & 5
18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [m']
19 |20,25 | 92 9
20 203 a5
21 20,35 785
) 204 72,7
23 205 B33
24 20,58 A7 .3
25 20,75 43
25 2 e
27 21 A 27 A
28 22 213
29 225 17,3
30 231 145
3 24 11.1
i 25 g4
33 36! 47 _ _ _ _
34 351 3.2 _ _ =
[ 4 b [ 75,6 (3) 75,60 (4) £5,4C (2) ) Tabelle1 / j_i | LIJJ
Bearbaiten | ] | | | INF | I

Als néchstes geben wir die Messwerte ein, fur die Mikrometerschraube in mm und fir den
Druck in mV. Dies sind die Einheiten, die wir ablesen. Es ist eine schlechte Praxis, schon vor
dem Notieren der Werte Umrechnungen durchzufiihren. Wenn bel diesen Umrechnungen
namlich ein Fehler passiert, dann ist er nicht mehr auszumerzen, Wenn die Umrechnungen
erst im nachhinein geschehen, haben solche Fehler, wenn sie entdeckt werden, keine
Konsequenz.
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iiﬂ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 ;]_il_?ﬂ‘
[Codehy | iRy o-o- @@= A2 2 | WEd - B
| A | ru|=E=E=EH @ uw i es|l-0-A
ARCTAM || % =] =(E0-A19)0 0000001539
A | B TR [ = | |
18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [m']erringerun o
19 20281 92 2100001539 -|
20 203 85
21 20,35 fah
2 204 2T
23 205 633
|24 2058 a7 3
25 20,75: 43
% 2th BB
27 215 2T A
28 | 2 213
29 225 17,3
30 23 145
31 24 1.1
| 32 25 g4
33 a0 47
34 35 32 [ [ | il
[ 4 [ T ml 75,6003 ,{?55::(4),{54c.:2))\rabe||e1ﬁ|4| | L|_[_I
Bearbeiten ] | | | ME | J I

Als néchstes berechnen wir in der Spate C die Volumenverringerung. Die Formel ist
abgeleitet aus der in Zelle B4. Dabel wird zuerst das Volumen VO aul3er Acht gelassen, also
nur AV = (50-x)* 1.539e-7 ausgerechnet.
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iiﬂ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 ;]_il_?ﬂ‘
D2HERY s2@8F o-- 8@ = £ 45 BEH 10-
[ ana -0 | FruUSE=E=EHFrmws == -b-A-
19 | =| ={50-419)"0 0000001539
A | B TR [ = | |
18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [m']Verri o
19 20,25
20 203
21 20,35
22 204
23 205
24 2058
25 20,75:
26 21 Op
27 215
28 2
249 225
30 23
3 24
32 25
33 a0
34 35 ) [ [ | il
4[4 [ [ L4 75,6 (3} £ 75,60 (41 £5,4C(2) ) Tabelle / |<| I Ll.f_l
Bereit [ Bumme=geezE-0s || REC T 2

Wir markieren nun den Bereich, in den die Formel kopiert werden sollte. Mit Strg-U fillen
wir den Bereich.

In der Spalte D wird nun das VVolumen ausgerechnet. In der Formel =$B$12-C19 bedeutet die
Zdlenreferenz $B$12 das Volumen VO. $B bedeutet, dass beim Kopieren sich diese
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i|ﬁ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 _;]_il_?ﬂ
DeEsRy| iR o-0-|@a®| = A5l | MEH - 1

| A s n===a 2 g di= = a0

aRETAN | =] X o =] =3B512-C15) I
A | B [ [ = [ =2 =

18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [myv]Verringerung Molumen [m®3) o
19 2025 928 4 579E06|=FB512-C19

20 203 g5 4571E-0B

2] 20,35 785 45B3E05

27 204 727 4.505E06

23 205 633 4540E-06

24 20 58 57,3 4 528E06

25 2075 45 4,502E-08
| 26 21 385 4463E06

T 215 27E 4 3BREOR

28 22 213 A4309E08

24 225 173 4232E-06

30 23 1456 4 155E-06

3 24 11,1 4001E-08
| 32 25 89 3.0848E-06

a3 300 47 3078E-06

34 351 32 2.309E-08 | e
|4 e il 75,85 (30 £ 75,6C (41 £ 5,4C(2)  Tabelle1 / |E3| iy j_'
Bearbeiten ] [ | [ MF | J I

Spaltenreferenz nicht verandern sollte. $12 bedeutet, dass die Zeilenreferenz beim Kopieren
nicht verandert werden soll. $B$12 bedeutet also eine absolute Referenz. C19 sagt, dass beim
kopieren die Zellenreferenz relativ aufzufassen ist. Man kann auch Kombinationen
verwenden, bei der nur die Spalten oder nur die Zeilen absolute Referenzen sind.
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i|ﬁ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 _;]_il_?ﬂ
[CEEcay iRy o-o- @@=z A2l | Med om0
”a’uial » 10 -|l’-‘ Ji’g|EE§EEEa‘ji’_—EE’%ﬂuuL3;'iH i?;:—':|£—®lv£v
ARCTAM |=| ¥ « = =B19/10071507100000) 1
A | B [ 7 [ = [ = =
18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerdt [m]Verringerung Molumen [m® Druck [Pa o
19 2024] 9291 A4579E06 9954 E-IZIrl|=EI1 2/100%1 E_ﬂ
20 203 85 4571E06  9,054E-04
21 20,35 foh  456B3E06  5.954E04
2 204 727 4.555E068 9934E-04
23 205 B33 4540E-06 9955E-04
24 2058 573 4528E068 9 955E-04
25 20,75: 45 4 502E-0B  9.955E-04
| 25 | 2 358 44B3E06 9 955E-04
27 215 275 43086E-05 9 95RE-04
28 2 21,3 4309E-06 9 957E-04
24 225 173 4232E06 9.958E-04
30 23 145 47155E06 9958E-04
31 24 11,1 4001E06  9.960E-04
| 32 25 82 3548E06 9 962E-04
33 a0 47 3JO78E-OE 9 9E9E-04 _
34 35 32 2309B06  987VE04 | e
M4 Ml 75,6003 £ 75,60 (4) £5,4C1(2) hTabeller /7 [4] I j_'
Bearbeiten ] [ | [ MF | J I

Die Spalte E enthdlt den in Pascal umgerechneten Druck. Dabel wird die in der Zelle B5

angegebene Umrechnung verwendet.
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iiﬂ Datei Bearbeiten &nsicht Einfligen Format Extras Daten Ferster 2 ;]_Q_I_?ﬂ‘
DEEGRY +EBT = A€z AHH B oo
| aria ‘w0 | FruUS=E=EH P %mneg == A
F19 | =| =§B$13* R Temperatur/(D13-58413°h)- a"§B51372/D 1972 T
o | E | C | B | Farmeln || E | Ti
|18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [myv]veringerung Volumen [m® Druck [Pa] Berachneter D7
19 20,25 929 A579E06 9954E04) 1 ,394E+EI?| 2 325E+EIH_|
20 203 85 4571E05 9954E04 1275EHNY
21 20,35 785 4563E06 9954E04) 1173EHT
2 204 727  ABBEE-OE  9954E-04) 1091EHY
23 205 633 4540E-06 9955E-04) 9 495EHIE
|24 2058 673 4528E05 9S955E-04| B ASSEHIE
25 20,75: 45 4 502EDR|  9.955E-04 7 200EHIE
25 2 358 4463E06 9955E-04 5 F20EHIG
27 215 275 4386E-06  9956E-04) 4 125E+HIB
28 | 2 21,3 4309E-06 9957E-04) 3195EHIG
24 225 173 4232E06 9958E-04 2595EHI5
30 23 145 4155E08  9953E-04 2175EHIG
3 24 11 A001E-05 9550E-04 1 6B65EHIS
| 32 25 89 3B848E-06 9962E-04) 1335EHIG
33 a0 47  3J078E-06 9 9R9E-04) 7 O0S0EHIS
34 35 32 2309B068 D977E04 4 800E+HDS | e
[ 4 [ T ml 75,6003 ,{?55::(4),{54c.:2))\rabe||e1ﬁ|4| | Ll.f_l
Markieren Sie den Zielbereich, und driicken Sie dIE!| | | | [ MF | J I

In der Spalte F wird nun der Druck mit der van der Waals Gas-Theorie ausgerechnet. $8$13
ist die zu berechnende Molzahl, D19 das Volumen, das implizit das Volumen VO enthdlt.
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iiﬂ Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Formab Extras Daben Ferster 2 ;]_Q_I_?ﬂ‘
[Cod&EShy iR o-o- @@= &2l 5l |[WeH - T
| A TR === = sl = =l e
ARETAN | 7| X o =| =ABS(F15-E19)2 i
B | C | 5] | E | F ! G| il
18 [ Druck am Messgerat [my]Yerringerung “olumen [m® Druck [Pa]  Berechneter Druck Abweichun o
19 928 AS579E-06 9 954E-04 1 394EHDY 2 ,326E+EIS|=SEF1 9-E1 Biﬂﬂ_
20 85 4571E-05 9 054E-04 1 2VEEHDY 2 32EE+HI3
21 785 A563E-05  9954E-04 1,17BEHDY 2326EH13
27 727 4505E05 9 954E-04 1 DIEHT 2326E+13
23 B33 4540E-05 O955E-04 O 495E-HIB 2 32EE+I3
|24 673 45XBEDF D 955E-04 B A95EHIE 2 32EE+03
25 45 4 502E-06 9.8955E-04 7 200EHIE 2 326E+13
25 3548 4463E05 9955E-04 S5 520EHIE 2 32EE+I3
7 275 A43BEE-DOF SO 95BE-04 4 125EHIB 2, 32BE+HI3
28 | 213 A309E-06 9 957E-04 3,195EHIB 2 326EH13
29 173 4232E06 9 955E-04 2 595E+HB 2, 326E+13
30 145 4155E-0B 9958E-04 2 175E+HIE 2325E+03
Al 111 A00ME-O08 92560E-04 1FEG5E+HIE 2,325E+13
| 32 859 3B48E-05 9 9652E-04 1 335EHIB 2 325E+13
33| 47  3F078E-08 9 962E-04 7 ,050E+HIS 2,3239E+03
34 32 2309E-08 S977E-04 4 500E+HIS 23NMEHS =
4w [l 75,60 (3 £ 75,66 (41 £5,4C(2) 4 Tabellel / ' 1%} | L|_[_I
Bearbeiten ] [ | [ MF | J I

Die Spalte G enthélt nun die Berechnung des Fehlers. Hier verwenden wir das Fehlerquadrat.
In der Zelle B14 wird nun die Summe aller Fehler eingetragen.

Nun konnen von Hand die frelen Parameter verdndert werden. Das erlaubt einem, den
realistischen Parameterbereich abzuschétzen. Zur automatischen Abschétzung benétigen wir
den Solver.
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iixﬂ Diatei Bearbeiten Ansicht  EinFiigen Furmal;iE;tras Daten Fenster 2

I ~ial

!l O = | = [& o | & B <7 ¥ Rechtschreibung... F7 ﬂ Q @ ‘ 100% = | IEI

|| arial =T B | F ¥ U | Butokorrekkur.. e ":_E | A .

C14 L‘ = | :5UM[{E1EE§{ Arbeitsmappe freigeben. ..
B | C Anderungen verfolgen rE | e | HL
AW =40 -(60-x)"1.53%e-7 m"3 A el A AP e ENEETEn e ., Tk e
5 (100 m% = 150 bar = 15 Mpa Schutz 3 RHOk
B
= Zielwertsuche. ., A ]

| 8 |(pran2A@2)(venbl=nRT Szenario-Manager. .. Pk 73

|8 | p=nRT/(v-nh}-an"2f"2 Detekkiv + R

0 T 26
1 b 3.1
12 0,001 Makra >
13 0,001 Add-In-Manager... o
14 | Summe Abweichung I JO7EE+14 Anpassen...

15 Ciptionen, ..,
16 348,75 Assiskent L4

e

| 18 |Druck am Messgerdt [mY]Yerringerung  “alumen [m® Druck [Pa]  Berechneter Druck Abweichung
19 929 4 579E-06 9 954E-04 1 394E+07 2326EH1G 1 941E+14

20 a5 4571E06  9954E-04 1 275EHTY 2326E+03 1 B25E+14 i

1414 » [ Ml 75,60 (30 75,60 (4) £5,4C1(2) »Tabelle1 / AT Ssemaaesl =il

Berait | ] [ | | NF | J I

Die Einstellungen sehen so aus:

Solver-Parameter El
Zielzelle: & Lisen
Zighwert: i ™ i+ : IEI :

: Max Min WERL: Schlieffien

“Weranderbare Zellen:

|$B$12:$B417 %] schateen |
Mebenbedingungen: Cptionen. ..

$B412 == $C$194-0,000001 _:J HinzuFigen

$E£12 == 0,0000001 =

$E413 == 0,00000001 % .E.QdE.'rl'l

$F$19 >=0 Zuriicksekzen

:] Laschen
Hilfe

Die Zielzelle enthdlt die Referenz auf die Zelle, die minimiert werden soll. Der Solver
funktioniert besser, wenn nicht nach einem Minimum, das ja auch lokal sein kann, sondern
nach dem Zielwert 0 gesucht wird. Veranderbare Zellen sind die Molzahl und das Volumen
V0. Die Nebenbedingungen verhindern, dass bei der Suche durch O geteilt wird. Unter den
Optionen kann der Suchal gorithmus bestimmt werden.

Nach dem Starten des Lésungsprozesses lauft die Suche. Ist sie findig geworden, wird der
folgende Dialog angezeigt.
Wir sagen OK und unsere Datei sieht nun so aus:
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!H:ﬂ Datei Bearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 _]Ei“_ﬂ
o= cleelzal e - B

[ ana slio |FX§|§§§|§/UDU MR EE DA

C14 -] =| =SUMME(G13:534)

0 A | B | C | D | E | Bl
4 [Wolumen W = %o -(50-x)%1.539e-7 m*3 B
5 |Druck 100 m% = 150 bar = 15 Mpa

e

]

& |Reales Gas [p+an 2hr A0 -nbi=nRT

g p=nRT/V-nbj-ans2/2 o

10 vWv-Pararmet
11 [Unbekannte

12 %0 4 B2483E-06 "3

3= 0001797953 ol bl
| 14 | Zumme Abweichung I 1 418E+14_|

15

16 | Temperatur 348,75 K

17

18 |Mikrometerschraube [rmm] Druck am Messgerat [m]Verringerung  “olumen [m® Druck [Pa]  Berechneter [

2025 924 4 579E06 2 4B3E07 0 1 394E+07 7 B3
203 g5 4 571E06 2 B40E07 1 2TEEHIT TB3C L

(€14 [ 3114 75,6 (23 £ 75,52 (3 £ 75,66 (4) {54 (2 Tabeler /™71 DS M
Bereit |1 — [ — INF | | -

Beachten Sie die Zielzelle, und die beiden verdnderbaren Zellen. Sie zeigen nun das Resultat
des Fits.

Es hilft oft, sich eine graphische Darstellung des Fits anzusehen. Dazu markieren wir die
Spalte mit dem Volumen sowie die beiden Druckspalten.
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'Rﬂ Diatei Bearbeiten Anslcht Einfiigen Farmat Extras Daten Fenster 2 ;.Lﬁj.._.ﬂ
0= coleez At i e o - 7

| Al ‘1U‘iFXU|§§E|§/nuu Wi EiE DA

D18 -] =| Volumen [m"3]

| L B | C D | E F = [ Ho

18 |Druck am Messgerat [mY]Yerringerung  [Yolumen [m® Abweichung o

19 929 4 579E-06 J974E+13

20 a5 4 571E-06 2E22EH13

21 785 4 5E3E-06 1.728E+13

22 727 4 555E-06 1,093E+13

23 B33 4 540E-05 3,532E+12

24 F7:3 4 528E-08 1 260E+12

25 43 4 502E-06 1,049E+10

26 334 4 463E-06 1411E+12

27 2T h 4 386E-08 5 104E+12

28 213 4 309E-06 6 B0EE+12

249 173 4 232E-06 7 290E+12

30 145 4 155E-08 7 1BEE+12

3 1.1 4 001E-06 6 170E+12

32 g9 3 848E-06 5,189E+12

33 47 3 073E-08 2AT2EH2

M 32 2 309E-06 i 1,157E+12 |
[l T4 [ [ b1l 75,6 (2) £ 75,6 (3) £ 75,6C (4) £ 5,4C(2) hTabelle1 /| 4] |
Bereit [ Bumme=190383128 | REC T 2

Wir driicken nun auf den Knopf fir den Diagrammassi stenten.
Nun wahlen wir




Diagramm-Aszsistent - Schitt 1 von 4 - Diagrammtyp

Standardtypen | Benutzerdefinierte Typen
Diagrarmmksyp: Untertwyp:
M S&Ule -
pr—— Ll [ ]
B Balken %
.« " om

|ﬁ Linie
i kreis

|‘ Flache

igy Ring

@r Metz

.@ Oberflache

8: Elase

[ﬁ;ﬁ_ Eurs :j

?unkte mit Linien ahne D:a-tenpun&e

Schaltflache gedrickt halken Fir Beispiel |

@ Abbrechen I

Zurul ! Weiter = l Ende

;LEJJJ
%IQ .@I 100% = | IEI|

a-

Dlagramm Assmtent |"’

F T
l—'tl—'r Dru| Al 4 brvwieichung o
7 J97AE+H3
2B22E+H3
1.728E+13
1,093E+13
3832E+12
1, 260E+12
1,049E+10
1 411E+12
5, 104E+12
B 80BE+12
7 290E+12
7 1BRE+12
B A70E+2
o, 189E+12
2I172E+H12
1,157E+12 =

Ein Liniendiagramm ohne Datenpunkte aus und driicken Weiter.

Diagramm-Asszistent - Schritt 2 von 4 - Diagramm-Guelldaten

Datenbersich I Reihe i

1,600E+07
1 400E+07

1,200E+07

1,000E+07

—— Diruck [Pa]

E,O00E+0E

—— Berechneter Druck

|

l

&,000E+06 II
‘ltx
‘a

4,000E+06 e
N

2,000E+06
0,000E+00

E+00 E-O7 E-06 E-0G

oo0an 5, IZIIIIIII 1, IZIIZIIZI 1, 5I:IIZI 2, IZIIIIIII 2, EDD 3, IZIIIIIZI

E-06 E-0& E-0E

Diatenberaich: 1 Tabellel1tDt15:

" Zeillen
' Spalten

Reihe in;

abbrechen ]

< Furlick j Wieiber l Ende

Wir beschriften im nachsten Dialog das Diagramm
Und fligen es als neue Seite ein.
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iixﬂ Diatei Bearbeiten Ansicht  Einfigen Formabk Extras  Diagramm  Fenster 2 ;!_Q_i_?ﬂ‘
10 = E| &R N | ) |51 - | (]
|| S — CE - EEHM YD . e A -

o = _

Fit 75.4 °C P

1,600E+0T

1,400E+07

1,200E+07

1,000E+07

\.

|
|
3

&, 0DOE+0E

o, OGE+)E \

-_____\_H_h %
2, 000E+ 5 \\ Ee S Ciagrammflache
0,000E+00 o
0,000E+00 S 000E-07 1,000E-06 1,500E-08 2, 000E-08 2, 500E-08 3 000E-0E
L v:
4] 4 p [ M7 7560020 £ 75,60 (3) £ 75,60 (4) £ 5,4 (2) ), 75,4k Test ¢ Tat | 4| |
Bereit | ] | | | NF | [

Sie sehen, dass der Fit nicht sehr gut ist.

Ein Grund ist das 1/x-Verhalten der Kurve. Wir glétten das Ganze, indem wir logarithmieren.
2 Microsoft Excel - APrechnung xls

[ER=R =TT ﬁ:-;f&’\ﬂ—“*|ﬁ @lz s e

i|.r+.ia| - 10 -| F X g|_ l@ o i e ;'igim:" -.;‘-|E-&TA-
BRCTAN | x| % o =/ =ABS(LMF19
B | C = | F ! G| Hol
4 W =50 -(50-1)™1.63%e-7 m*3 Tk e
5 100 % = 150 bar = 15 Mpa RHOk
B
N I ol
8 |(pran2 ) venbi=nRT Pk 73
8 |p=nRTI/-nh)-an*2"2 R
|10 vily-Parameter  a 2B
i b 3,1
12 4 B2433E-06 m'a
13 00017975963 frial bl
14 | Summe Abweichung 1 020E+14
15
1B 348,75 K
Ll
18 [Druck am Messgerdt [mY]%eringerung  “olumen [m® Druck [Pa]  Berechneter Druck Abweichung |
19 9249 4 E7HE-D8 2 4B3E-07 [ 1 394E+07] 7 BINEHIE|I=ABS(LINF19
20| g5 4571E-06 2 540E-07 1 Z75EH)Y 7EI0EHIE 2 B22E+13 i
M4 [b DI 75,6 (3) £ 75,60 (%) [5,4C12) / 75,9k Test ) Tabelle1 /[ 4] e ]|
Bearbeiten |f | | | MF | J I
Nun fitten wir wieder und erhalten
Unbekannte
VO 4,67852E-06 m”3
n= 0,000633095 mol

Summe Abweichung  1,558E+00



Der dazugehdrige Graph sieht folgendermalien aus:
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“ﬂ Datei Bearbeiten Ansicht ElnFugen Farmat Extras Diagramm Fenster 7 ===l
[CedeSlRy | ibBy o -« [a®= - 2B @8 - -3
I L EErnlEe=EHEnn == -5-A.
I |
Fit 75,4 °C =
1 500E0T
1, 400ER07 Eagrammﬂéche
|

1 00E+0T
#00E+05 \
EONQE+DE \\
A 000E+E \

ZANERDS \‘-

&__\—__‘———._
0,000E+00 s
O 00E+ () B, 000E-0T 1,000E-0E 1,500E-0E 2, 00E-0E Z,500E-08
) =
44 [p [ Ml 75,66 (30 75,65 (4) £ 5,4C (2) 75,4k Test J Tabelet /| 4] [
Bereit | | | | MF | - -

Spielen Sie mit der belliegenden Datel Aprechnung.xls. Sie enthdt die oben gezeigten
Rechnungen.
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